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AVERTISSEMENT. 


Eii faisant paraitrc lc premier Volume dcs OEuvres de Charles 
Hermite, je tiens a dire combien j’ai etc aid^ dans cctte publi¬ 
cation par un g^ometre distingue, Xavier StoufT, professeur a la 
Faculte dcs Sciences de Besancon, enleve il y a deux ans par uiie 
mort prematuree. Dans plusieurs Memoires d’Hermite publics a 
1’Stranger, des fautes d’impression s’^taient gliss<5es, ct, pour les 
corriger, il a ete parfois n^cessaire de reprendre dc longs calculs. 
Cette revision du texte a etc I’occasion de remarques, dont il in’a 
paru utile d’indiquer quelques-unes sous la forme dc notes tres 
breves. 

La Preface qui suit est la Lecon que j’ai. faite a la Sorbonne 
sur 1’OEuvre scientifique de Charles Hermite quelques semaines 
apres sa mort. Le portrait, insure dans ce Volume, est la repro¬ 
duction d’un dessin au crayon representant Hermite k l’age d’en¬ 
viron vingt-cinq ans. 


Emile PICARD. 




PREFACE. 


Vous savez, Messieurs, la perte immense qu’a faite la 
Science frangaise le i 4 janvier dernier. La mort de M. Her- 
mite touche particulierement l’Universite de Paris, oh l’il- 
lustre geometre a occupe de 1869 a 1897 la chaire d’Analyse 
superieure. II n’a pas voulu qu’on prit la parole sur sa tombc; 
nous n’avons done pas pu entendre les voix auloris6es qui 
amraient dit ce que lui doivent la Science ct rEnseignement. 
Cette grande vie- scientifique demandcra des etudes appro- 
fondies, qui se preparent ccrtainement de differents cdtes. A 
defaut d’une telle etude, qu’il me soit permis aujourd’hui, cn 
reprenant cette annee mon cours dans cette chaire qui fut 
celle de M. Hermitc, de jeter un coup d’oeil sur son oeuvre. 

I. 

Charles Hermite naquit a Dieuze, en Lorraine., le 24. dc- 
cembre 1822; il fit ses etudes au college de Nancy, et les' 
termina k Paris au college Henri IV et au college Louis-le- 
Grand. II eut k Louis-le-Grand comme professeur de Math^- 
matiques speciales un maitre distingue^ M. Richard, qui, 



quinze ans auparavant, avait ete le profess 
Galois. Tout en suivant les cours du college, 
mite allait lire a la bibliotheque Sainte-Gene^ 
de la resolution des equations numeriques 
et il achetait avec ses economies la traductioi 
Recherches arithmetiques de Gauss : « C’ef 
ces deux litres, aimait-il plus tard a repeter, 
PAlgebre. » L’excellent M. Richard s’alarm 
voir son eleve si loin des programmes d’exame 
disait pas moins un jour au pere d’Hermite, qi 
peut-etre pas tres bien compte de la valeur du 
« C’est un petit Lagrange. » Le premier vol 
velles Annales de Malhematiques, fondees en : 
deux Notes signees de Charles Hermite, eh 
Louis-le-Grand. L’une n’est qu’un exercice, 
seconde, on recommit un lecteur assidu de I 
deja beaucoup reflecbi sur la theorie des equt 
de ce travail est de deinontrer l’impossibilite d 
algebrique des equations du cinquieme degre; 
tion tres simple qu’on y trouve pourrait, a 1 ! 
additions, devenir classique. Hermite entre a 
technique a la fin de r8/|2; les exercices de 1’ 
pechent pas de poursuivre ses meditations m 
et, des le mois de janvier i 843 , il ecrit a Jacobi 
de Liouville, pour lui faire part de ses recherch 
tions abeliennes. Le grand geometre allemand 
merveilleuse divination, montre quelques annt 
comment on devait generaliser le probleme de 
l’integrale elliptique. Mais Iesproprietes essent 
velles transcendantes etaient sipeu connues, qi 
doue cependant d’une rare penetration, se me 


en i 844 SLir lcur nature, faute d’avoir saisi le principe fonda- 
mental relalif a la coexistence des periodes; les travaux de 
Gdpelct dc Rosenhain ne devaicnl venir que quelques annees 
plus tard. Hermilc etend aux fonctions abeliennes le theo- 
reme donne par Abel pour la division dc Pargument dans les 
fonctions elliptiqucs; il montre que les equations corrcspon- 
dantes sonl resolubles par radicaux, el il traile de Pabaisse- 
ment de Pequation relative a la division des fonctions com¬ 
pletes. L’annce suivanlc, en aout 1844, Hcrmitc envoic a 
Jacobi unc secondc Lcttre oil il ctudic le problemc de la 
transformation des fonctions elliptiqucs. Son. bul est d’abord 
de relrouver les resultats enonces par Jacobi sur cclte ques¬ 
tion capilalc, mais on trouve, en realile, dans cc Memoirc, 
tous les principes de la iheoric des fonctions 0 de diffcrenls 
0 rd res, fonctions quclqucfois designees sous le nora de fonc¬ 
tions intermediaires el si importantes pour la iheoric gene- 
rale des fonctions doublement periodiques. Ccs deux Leltrcs 
inleresserent vivement Jacobi, qui filaujeune nmthematicien 
franc;ais Pbonneur dc les insurer dans Pedil.ion complete de 
ses (IE acres. On a sou vent cite les dernieres phrases dc la 
repo use dc Jacobi, qui possedait dc son cote plusicurs des 
rcsullals indiques par son correspondant. « Ne soycz pas 
fache, Monsieur, si quclques-uncs dc vos decouvcrles se sont 
rcncontrees avec mes anciennes rccbercbcs. Coramc vous 
dutes commcncer par ou jc (inis, il y a neccssaircincnt une 
petite sphere de contact. Dans la suite, si vous m’honorez de 
vos Communications, jc n’auraiqu’a apprendre. » Une. autre 
phrase, ccllc-la d’un interct purcmenl malhematique, merite 
encore d’etre retenuc : « En chercbant, disait Jacobi, k tirer 
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avez pense savamment aux cas, plus generaux, 
meat on doit se resigner a 1’impossibilite d’une d 
en facteurs. » Cette remarque devait fructifier 
d’Hermite; nous la retrouverons plus tard dans 
celebre sur la transformation des fonctions abe 
C’est principalement de theorie des nombres 
Hermite dans les annees suivanles. II y est coj 
par le theoreme purement arithmetique de Ja 
possibility d’une fonction d’une variable a troi 
peu a peu la lecture assidue des Recherch 
tiques de Gauss l’amcne a des problemes de 
etendus. La theorie des formes et les irratic 
briques font alors l’objet des meditations prof 
mite qui, continuant sa correspondance avec 
envoie quatre Lettres sur la theorie des nomh 
montre mieux que ces Lettres le genie d’Heri 
sance d’invention sur des sujets aussi nouveaux 
ciles y est prodigieuse. Les idees s ? y pressent i 
touffues; ellcs seront developpees et precisees 
moires ulterieurs, et il en est plus d’une donl 
n’estpas aujourd’hui epuisee. C’est danslatheor 
quadratiques a un nombre quelconque de var 
trouvent les principes des metliodes employees : 
etabli que, etantdonnee une forme quadratique 
et a coefficients reels quelconques, le minimum 
pour des valeurs entieres qui ne sont pas tout 
inferieur a p n v/D, en designant par D la valeu 
determinant, et par p n une quantite numeriqu 


essenliel est, pour un nombre donne de variables, la limi¬ 
tation du minimum a Faide du determinant seul de la forme, 
quoique dans certaines questions il puisse etre avantageux 
d’avoir la moindre valeur possible. Cc resultat obtenu, une 
consideration extremeincnt originate pcrmet, en premier lieu, 
a Hermite de Fappliquer a la generalisation de la theorie des 
fractions continues, en chei'chant l’approxiinalion simultanee 
de plusieurs quantites au moyen de fractions ayant meme 
denominateur m ; Ferreur dans cette representation appro- 

chee de n quantiles est de Fordre—C’est un point sur 

m \j m 

lequel il convient d’insister, non pas seulement a cause de 
Finteret du resultat, mais parce que nous avons la le premier 
et memorable cxemple de cette introduction des variables 
continues dans la tlieorie des nombres, quo nous allons 
bientot retrouver dans des problemes plus vastes. 

Dans le cas d’une seule grandeur A, le resultat est bien 
simple, mais met remarquablement en evidence le rdle de la 
variable continue; Hermite considere la forme quadratique 
lineaire 

(a; — Ay) s -+- 

A etant une quantite positive quelconque; du theoreme pre¬ 
cedent on conclut de suite que Fon peut trouver deux en- 
tiers m et n, tels que 

| m — An | < — - p> 
n\J'i 

resultat plus precis, d’ailleurs, que celui donne par la theorie 
des fractions continues, a cause du facteur \j 3 . Quand Acroit 
d’une maniere continue, les memes entiers m et n peuvent 
d’abord 6tre conserves pour satisfaire aux conditions voulues; 
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mais, au passage de A par une cerlaine valcur, il faut brus- 
quement prendre deux nouveauxnombres iri et ri, etl’on a la 
relation 

m n! — ml n — "±L r. 

La theorie elementaire des fractions continues se presente 
ainsi sous un jour essentiellement nouveau et se trouve sus¬ 
ceptible d’etre generalisee, enmeme temps que la continuite 
avec la variable A se trouve introduite dans une question 
arithmetique. 

Dans le cas de n quantites donnees A,, A 2 , A„, il 

faudra envisager la forme quadratique a n 4- x variables x 0 , 
x { i ..., x n 

(a?!— A,a? 0 ) 2 -h (a: s — . . + (cc n —h „a; 0 ) 2 -+- > 

ou A est une quantite positive quelconque. En appliquanla 
cette forme le resultat enonce sur le minimum d’une forme 
quadratique, on arrive de suite a la representation approchee 
des quantites A, l’approximalion etant liee i la quantite A 
qu’on peut prendre aussi grande que Ton veut. Le iheoreme 
de Jacobi sur l’impossibilite d’une fonction a trois periodes 
peut 6tre aussi etabli par des considerations analogues, et 
Hermile fut ainsi conduit a la demonstration de l’impossi¬ 
bilite pour une fonction de n variables complexes d’avoir plus 
de systemes de periodes simultanees, theoreme que Rie- 
mann devait retr'ouver ulterieurement. Citons encore ici, 
quoiqu’elle ait ete donnee beaucoup plus tard par Hermitc, 
la demonstration d’un resultat d’abord etabli parTchebycheff 
et susceptible de generalisations tres etendues : etant donnees 
deux constantes quelconques a et b, on peut trouver deux 
entiers ccety, tels que 

| -r -- ay - b | < A- 
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La methode d’Hermite lui permet memo de remplacer le 
factour ^ par le facteur plus petit y/ 

Vintroduction de variables continues dans certaines 
formes quadratiques a etc l’idee fondamcntale quia domino 
la longue suite des travaux arilhmetiques d’Hermite. Je nc 
puis songer a entrer dans le detail de ces profondes recherches; 
arretons-nous seulement sur les points de vue nouvcaux, qui 
ont ete si feconds dans l’etude des formes quadratiques a un 
nombre quelconque de variables, des irrationnelles alge- 
briques et des formes decomposables en facteurslineaires. On 
sait que Gauss, dans ses recherches arithmetiques, a eleve un 
monument a la theorie arithmelique des formes quadra¬ 
tiques 4 deux variables dont l’etude avail etc commencee par 
Lagrange et Legendre, et a pose les bases de la theorie des 
formes quadratiques tcrnaircs. Le problemc de la reduction 
des formes quadratiques est d’une importance capitale; la 
difficulte n’est pas la memo suivant qu’il s’agit de formes de¬ 
finies ou indefinies. Hermite, trailant d’abord le cas plus 
simple des formes quadratiques definies a un nombre qucl- 
conque de variables et dont les coefficients sonl des quantity 
reelles quelconques, donne differents procedes de reduction, 
d’ofi se deduit immedialcmcnt que, pour les formes definies 
a coefficients entiers et dc determinant donne, il n’y a qu’un 
nombre limite dc classes. L’etude des formes indefinies it 
coefficients entiers pr&senle des difficultes bcaucoup plus 
considerables, qui tiennent en grande partie h ce qu’il y a 
une infinite de substitutions semblables, comme les appelle 
Hermite, e’est-a-dire de substitutions k coefficients entiers 
transformant la forme en elie-meme. Les points essentielsde 
la theorie des formes indefinies sont rattaches, d’une maniere 
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vraiment geniale, a la consideration dune forme definie 
associee dependant d’un certain nombre de parametres arbi¬ 
trages, et ici nous voyons apparaitre les variables continues 
dans un probleme aritbmetique extremcrneiU difficile. Les 
substitutions a coefficients entiers, permettant de rdduu o 
successivement cette forme definie, quand, par une variation 
continue des parametres, ellecesse d’etre reduite, conduiscnt 
aux substitutions semblables, et Ton peut demontrer qu’il 
existe un nombre fini de substitutions a l’aide desquelles on 
obtient toutes les substitutions transform ant la forme en elle- 
meme. II resulte aussi de cette admirable analyse que, pour 
les formes indefinies a coefficients entiers comme pour les 
formes definies, il n’y a qu’un nombre limite de classes pour 
un determinant donne; onen deduit la solution du probleme 
de l’equivalence de deux formes. 

Les principes precedents s’appliquent aussi aux formes a 
coefficients entiers de degre quelconque decomposables en 
facteurs lineaires; leur theorie est meme a bien des egards 
beaucoup plus simple que celle des formes quadratiques. Les 
substitutions semblables sont ici deux a deux permutables, et 
elles peuvent toutes s’exprimer par un produit de puissances 
de certaines substitutions, dont le nombre s’obdent d’une 
maniere tres remarquable : Si a designe le nombre des fac¬ 
teurs reels dans la forme, et b le nombre des couples de fac¬ 
teurs imaginaires conjugues, il y a a -+- b substitutions sem¬ 
blables fondamentales. La demonstration de ce beau theorcme, 
enonce seulement par Hermite au commencement d’un de ses 
Memoires, n’a jamais, je crois, ete developpee. A l’egard des 
formes quadra tiques indefinies, on ne connait aujourd’hui 
encore aucune proposition analogue relative au nombre des 
substitutions fondamentales, qui ne sont pas, en general, per 
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mutables; ce serait la un difficile, mais bien inleressantsujel 
de recherches. 

Les formes quadratiques binaires indefmies appartiennenl 
en meme temps aux deux types precedents; 1’application a ce 
cas trcs particulier des principes generaux pourra donnerune 
idee des melhodes d’Hermite. Soit une forme indefmie f a 
coefficients entiers qae nous mettons sous la forme 

f= «(x ■+- ay) (» +■ P r). 

La forme definie associee est alors 

o — (x -+- av) ! + A( x -+- {jyY (A>o), 

et l’on doit en fairc la reduction conlinuelle en donnant & A 
toutes les valours positives. Pour la variation de A dans un 
intcrvalle convenable nc comprenantpas l’origine, onobtient 
un certain nombre de reduites de la forme proposee, qui se 
reproduisent ensuitc periodiquement quand A va vers l’infini 
ou vers zero. On retrouve ainsi, comme chez Gauss, une sorte 
de periodicite, mais sous un point de vue bien different et 
susceptible des generalisations les plus etendues. 

Nous n’avons parle jusqu’ici que des formes a variables 
recllcs. Hcrmitc a inlroduit dans la Science la notion de 
formes a indeterrainecs conjuguees, qui a ouvert a l’Aritb- 
metique et a FAlgebre un champ exlrcmement vaste. Ces 
formes se parlagcnt encore en formes deflnies et formes inde- 
finies; laissant de cole ces dernieres, liermite fait une theorie 
complete de la reduction des formes definies a ind^terminecs 
conjuguees. Les consequences qu’il en tire sont tres nom- 
breuses. II en est d’une rare elegance. Telles sont les re¬ 
cherches concernant l’approxitnation des quantity complexes 
par des fractions dont les elements sont des entiers complexes 
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de Gauss; la methode d’Hermite lui donne des resultats plus 
precis que ceux de Dirichlet, et surtout elle lui permet de 
trouver les rapports existant entre deux approximations 
consecutives, ce qui est indispensable pour mettre dans louLe 
son evidence l’analogie entre les nombres reels etlcsnombrcs 
complexes. Citons encore la demonstration des theoremes de 
Jacobi sur le nombre des representations d’un nombre par 
une somme de quatre carres. 

Des applications d’un caracLere plus genei'al concernen t 
les formes a coefficients entiers complexes et a variables com¬ 
plexes de degre quelconque decomposables en facteurs li- 
neaires; en supposant qu’une telle forme © est irreductible, 
c’est-a-dire cjue l’equation cp =o n’admet d’autres solutions 
entieres que les valeurs nulles des variables, Hermite de- 
montre qu’elles ne forment qu’un nombre limite de classes 
pour un determinant donne. De cc theoreme il deduit une 
des plus admirables propositions de la science des nombres, 
a savoir que : les racines de toutes les equations ii coefficients 
entiers complexes d’un degre donne, et pour lesquelles le 
discriminant a la meme valeur, ne represenlent qu’un nombre 
essentiellement limite d’irrationnellcs dislinctes. Nous pou- 
vons, en deux mots, escjuisserla demonstration; a l’equation 
proposee de degre n, a coefficients entiers, 

Qv»-‘ 4 -... 4 - Rv 4- S = o, 

et dont nous designerons les racines par a, b , ..., Z, on fait 
corresponds la forme 9 a n variables x,y, 2, ...,«, 

9 = P ' i_1 (j;+ay + a l z - 1 -... + a n ~ l u) 

X (a? 4- by 4 - b s z 4 --.. 4- b a ~ l u).. .(x 4 - ly 4 - L l z 4-.. . 4 ~l n ~ l u), 

dont le determinant ne depend que du discriminant de l’equa- 
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tion. Les formes o appartenant a un nombre limite de classes, 
il en resulte de suite que ie nombre des irralionnelles dis- 
tinctes est limite. 

Au debut de sa carriere, les fonclions elliptiques et abe- 
liennes avaient appele rattention d’Hermite sur certaincs 
irrationnelles algebriques. Depuis cette epoque, lesnombres 
algebriques avaient toujours ete l’objct de scs meditations. 
C’est, sans doute, a leur occasion qu’il entreprit la longue 
suite de ses rechcrches arithmetiques. « Permettcz-moi, 
disait-il dans une de ses Leltrcs a Jacobi, de revenir sur les 
circonstances remarquables auxqucllcs donne lieu la reduc¬ 
tion des formes dont les coefficients dependent des racines 
d’equations algebriques a coefficients entiers. Peut-ctre 
[)arviendra-t-on a cleduire de la un systerne complct de ca- 
racteres pour chaque cspecc de ce genre de quantites, ana¬ 
logue, par exemple, a ceux que donne la theorie des frac¬ 
tions continues pour les racines des equations du second 
degre », ct, plus loin, il ajoute : « Quelle Lache immense 
pour la theorie clcs nombres de penetrer dans la nature d’unc 
telle multipliciLe d’etres, en les classanl cn gronpes irreduc- 
tibles entre eux, de les constituer tous individiiellement par 
des definitions caracteristiques et elemcntaircs. » On 1 c voit 
a plusieurs reprises revenir sur ce programme. La question 
capitale de la recherche des unites complexes dans un corps 
algebrique est liee par lui a la reduction de certaincs formes 
quadratiques; des 184 5 , il passe bien pres du theorerne ce- 
lebre de Dirichlet donnant le nombre exact des unites com¬ 
plexes independantes. Maisil s’attache sur tout a trouver poiir 
les irrationnelles algebriques un algorithme mettant en evi¬ 
dence les proprietes de ccs irrationnelles. Pour les irration¬ 
nelles du troisieme degre en particulier, le resultat est remar- 
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quablement simple : on est conduit a un algorithme perio- 
dique entierement analogue a celui dcs fractions continues 
dans leur application aux irrationnellcs du second degre. 
Ainsi, en envisageant une equation du troisieme degre a 
coefficients entiers ayant une racine reelle a et deux racines 
imaginaires ft et y, on est conduit, d’apres ce point dc vue, a 
reduire pour toutes les valeurs positives de la quantile A la 
forme ternaire 

(iH - ay-h cc-zy-h A(x -f- (3 / -h (5-s)(x -t- yy -+- y 2 -), 

ct dans cette reduction continuelle se manifeste une periodi- 
cite caracteristique des irralionnelles du troisieme degre. II 
serait interessanl de comparer les vues generates d’Hermitc 
sur les irrationnelles avec les resultats donnes recemment par 
M. Minkowski ou la consideration de cerlaines chalnes dc 
substitutions permet de donner des criteriums necessaires et 
suffisants pour cju’unnombre soil algebrique. 


II. 

La theorie arithmetique des formes binaircs renLre evi- 
demment dans le mcme ordre d’idecs que celle dcs irralion¬ 
nelles algebriqucs. Herinite luiaconsacre plusieurs Memoires 
et a etudie particulierement le cas des formes de degre impair 
et le cas des formes quadraliques. Mais, tandis que pour les 
formes quadratiques les preliminaircs algebriqucs de la theo- 
rie arithmetique des formes sont immediats, il n’en est plus 
de meme quand on s’eleve aux formes de degre quelconque 5 
la partie algebrique de la theorie prend alors un developpe- 
xnent inattendu et presente un interet considerable. C’est ce 
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qui amena Hermitc a s’occuper de divers problemes d’Al- 
gebre et particulierement de la theorie des formes binaires 
oii il allait oblcnir de magnifiques resultats en meme temps 
que scs emules Cayley et Sylvester. 

Les theoremes de Sturm et de Cauchy sur le nombre des 
racines des equations salisfaisan t a certaines conditions avaient 
vivemcnt frappe les geometres. Sur ce sujct on doit a Her- 
mite quelques resultats qui resleront classiques. En partant 
de la remarquc relative a la decomposition des formes qua- 
dratiqucs en somme de carres, que Sylvester, qui l'a trouvee 
en m6mc temps, nomme la loi d'incrtic et que Jacobi avait 
aussi rencontree, Hermitc considere d’abord une equation a 
coefficients reels, et construitune forme quadratique associec 
4 fequation renfermant une arbitraire reelle t. Quand. ccttc 
forme est reduite a une somme de carres, le nombre des 
carres negatifs est egal au nombre des couples de racines 
imaginaires de fequation augmente du nombre des racines 
reelles inferieures a t. Un cas particulicr dont la demonstra¬ 
tion est immediate se formule ainsi : dans la forme quadra¬ 
tique a n variables 

oil la somme est etendue aux n racines a de fequation, le 
nombre des carres negatifs est egal au nombre des couples de 
racines imaginaires. Poussant la question plus loin, Hermitc 
considere une equation & coefficients complexes; il associe 
alors a fequation une forme quadratique & indeterminees 
conjuguees, et, quand celle-ci, par une transformation ele- 
mentaire, a ete debarrassee de ses termes rectangles, le 
nombre des coefficients positifs est egal au nombre des ra¬ 
cines dont le coefficient de \j — i est positif. Le thdor^mc de 



Sturm, lc theoremc de Cauchy rclalif au nombre des ra- 
cines d’une equation contenue dans un contour et donnant 
par un calcul algebrique ce nombre dc racines quand lc con¬ 
tour est forme d’une courbc unicursalc, sc decluiscnt des rr- 
sultats precedents, et sontainsi etablis, cominc lc remarque 
Hermite, sans faire intervenir aucunc consideration dc conti¬ 
nuity 

Les travaux d’HermiLc relatifs a la theoric algebrique des 
formes binaires sont d’unc rare perfection; la simplicite des 
methodes et l’elegance des rcsultats cn font dc veritables 
oeuvres d’art. La theorie des invariants devait son oi'igine a 
un Mcmoire de Boole, mais lc vrai fondateur cn fut Cayley 
qui sut creer toute unc nouvclle hranchc dc I’Algebre. Syl¬ 
vester vint ensuite et apporla un grand nombre dc rcsultats 
nouveaux, parmi lesqucls la decouvcrto des premiers cova- 
riants. L’idee des invariants n’elait pasneuve pour Ilcrmitc; 
unc notion generale sur les invariants s’elait offerlc jadis a 
lui, amende par line consideration purement arithmetique. 
11 entre dans la lice, et Sylvester pouvait dire plus tard : 
« Nous formions alors, Cayley, Hermite et moi, unc trinite 
invariantivc. » Un calcul symboliqueextremcmcnt ingenieux 
permet a Hermite de montrer qu’a tout covariant d’une 
forme de degre m, et qui par rapport aux coefficients de cette 
forme est du degre p, correspond un covariant du degre m 
par rapport aux coefficients d’une forme de degre p. Les 
deux covariants sont d’ailleurs du memo degre par rapport 
aux indeterminees : e’est la celebre loi dc rcciprocile d’Her- 
mite. Ses applications sont innombrables. Pour citer un 
exemple relatif aux invariants, la forme quadratique ayant 
comme invariant de degre ap. la puissance p dc son discri¬ 
minant, il resulte de la loi de r^ciprocitc que toutes les 
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formes de dcgre pair onl un invariant du second degre. La 
loi est surloul inleressante pour les covarianls. Hermile de- 
montre quc loutes les formes binaires, sauf les formes biqua- 
dratiques, onl un covariant quadratique. L’imporlance de 
ces covariants quadraliqucs csl capilalc; on en deduit la no¬ 
tion de substitution canonique, ceiie-ci etanl une substitution 
ramcnant 1 c covarianl quadratique a la forme xy. Au moyen 
de cette substitution, des invariants et des covariants d’une 
forme, qu’il cut ole presque impossible d’obtenir jamais en 
fonction explicitc des coefficients de cette forme, prennent 
une forme simple. Grace a cette theorie, Hermitc decouvre 
l’invariant du dix-huideme degre des formes du cinquieme 
dcgre; c’elail lc px'emier cxemple d’un invariant gauche, 
e’est-a-dire sc reproduisant multiplie par une puissance im- 
paire du determinant de la substitution. Nous devons noter 
parliculiereinenL la decouverte des covariants lineaires pour 
les formes de degre impair a partir du cinquieme degre; elle 
a conduit Hermile, au moyen d’un changement de variables 
clfectue a l’aidc de deux covariants lineaires, aux formes- 
lypes dont les coefficients sont Lous des invariants dc la forme 
iniliaie. Une application extremement interessante de ces 
theoremes generaux concerne les formes du cinquieme degre. 
Ces formes possedenl qualre invariants fondamenlaux, en 
fonctions en tic res desquels s’expriment tous les autres inva¬ 
riants; les trois premiers avaient eLe decouverls par Sylvester, 
el lc quatrieme est l’invariant gauche dont j’ai parle plus 
haul. Les coefficients de la forme-type du cinquieme degre 
s’expriment rationnellement a l’aide de ces invariants; Her- 
mite en deduit qu’on peut amener toute equation du cin¬ 
quieme degre k ne dependre que de deux parametres qui sont 
des invariants absolus, et la discussion complete de la nature, 
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reelle ou imaginaire, des racines de l’equalion generate du 
cinquieme degre sc fait de la maniere la plus elegante. 

La lecture de ces beaux Memoires laisse une impression de 
simplicity et de force; aucun malhemalicien du xix e siecle 
n’eut, plus qu’Hermile, le secret de ces transformations al- 
gebriques profondes el cachees qui, une fois trouvees, pa- 
raissent d’ailleurs si simples. C’esl a un tel art du calcul 
algebrique que pensait sans doute Lagrange, qnand il disait 
a Lavoisier que la Chimie deviendrait un jour facile comme 
l’Algebre. 

Nous avons dit que l'objet primitif d’Hermite dans ses 
fitudes sur les forcnes binaires avail ete arithmelique. II vou- 
lait en particulier approfondir cette proposition, que les 
formes a coefficients entiers et en nombre infini, qui ont les 
memes invariants, neforment qu’un nombre limitede classes 
distinctes. II a developpe surtout ses recherches pour les 
formes cubiques et les formes biquadraliques, mais il a indi- 
que sur les formes de degre impair quelconque un theoreme 
bien inattendu, qui se deduit de la consideration des forrnes- 
types : toutes les formes binaires de degre impair (a partir du 
cinquieme) a coefficients entiers ne forment qu’un seul genre, 
au sens d’Eisenstein, e’est-a-dire sont transformables les unes 
dans les autres par des substitutions lineaires de determinant 
un a coefficients entiers ou fractionnaires. Que de problemes 
restent ouverts dans cette vaste tlieorie des formes ! quelles 
seront les transcendantes numeriques permettant d’exprimer 
le nombre des classes en fonctions des invariants? e’est le 
secret de l’avenir. 

Detourne par de nouvelles etudes, Hermite ne devait plus 
revenir qu’ineidemment sur ses premieres recherches arith- 
metiques; je l’ai entendu plusieurs fois regretter de ne pas 
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avoir approfondi davantage certaines parties des Memoires 
dont je viens d’essaycr de donner une idee. Gauss cut sans 
doute de tels regrets en relisant vers la fin de sa vie ses Dis- 
quisiliones arithmetical. Une grande oeuvre scientifique 
n’est jamais achevee. Les mcthodes generales introduites par 
Hermite ont ouvert a la theorie des nombres des horizons 
entierement nouveaux qui ne sont pas encore completement 
explores. Tous ceux qui, depuis lui, se sont occupes de la 
theorie des formes ont profondement subi son influence; il 
suffira de citerle beau Mcmoire de Camille Jordan sur l’equi- 
valence des formes, et de rappeler que 1c merveilleux priu- 
cipe de la reduction continuelle s’adapte meme a des re- 
cherches toutes modernes sur la theorie de certaines fonc- 
tions uniformes. 

Hermite, dans la premiere partie de sa carriere, quejc viens 
de retracer, c’est-a-dire jusquc vers 18 55 , fut en relations 
suivies, d’abord avec Jacobi et ensuitc avec Dirichlet, qui 
etait peul-etre a cette epoque le plus apte ale comprendre; 
il avait, a ses debuts, trouvc aupres de ces grands gcometres 
le meilleur accueil et en avait garde un fidelc souvenir. Il 
ecrivait encore quelques semaincs avant sa mort qu’il avait 
toujours ele et qu’il serait jusqu’a son dernier jour un dis¬ 
ciple de Gauss, de Jacobi et de Dirichlet. Les affinites entre 
esprits de premier ordrc sont toujours interessantes et utiles 
a suivre; le temoignage d’Hermile a ce sujet est precieux, et 
l’etude de la plus grande partie de son oeuvre le confirme 
bien. Cauchy, qu’il a cependant beaucoup connu, n’a pas 
exerce sur lui, au moins a ses debuts, la m&me influence 
scientifique. 
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La theorie des fonclions abeliennes n’avail jarnais cesse de 
preoccuper Hermile depuis l’epoquc ou il etait clove al’Ecole 
Polytechnique. II voulut elendrc a ces fonclions le probleme 
de la transformation qu’avaient traifce avec Lant d’eclat Abel 
et Jacobi dans le cas des fonclions elliptiques; son Memoire 
de 1 855 sur la transformation des fonctions abeliennes est 
une de ses plus belles oeuvres. Etant donnees les deux equa¬ 
tions differenlielles qui, pour un radical porlanl sur un poly- 
nomed’ailleurs arbitrairc du cinquicmeou du sixieme degre, 
definissenl les fonctions abeliennes, Hcrmitc considere si- 
multanement les quince fonctions uniformes quadrnplement 
periodiques introduiles par Gbpel ct Rosenhain, et qui sont 
les analogues de sn.r, cn.c et dn.r. Le probleme de la trans¬ 
formation est alors ainsi pose : Pour un polynomc donne, 
determiner un nouveau polynomc tel qu’en formant deux 
combinaisons lineaires convenables des equations differen- 
lielles relatives a ce polynomc, les quinze fonctions abe¬ 
liennes correspondanLes s’cxpriment rationnellcment a I’aide 
des quinze premieres. Pour la solution de ce probleme alge- 
brique, Hermite se place au point de vuc transcendant, ct 
cherchc d’abord a etendre aux fonctions © de deux variables 
l’analysc indiquee jadis dans sa seconde lettre a Jacobi pour 
les fonctions © d’unc variable. Mais des difficulty d’une na¬ 
ture arithmeliquc, que n’avait pas connues la thdorie des 
fonctions elliptiques, se presen lent dans lc nouveau probleme. 
Les periodes des anciennes fonctions doivent etre des sommes 
de multiples des periodes des nouvelles. Or il existe une rela¬ 
tion bilineaire bien connue entre ces periodes; les nombres 
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entiers figurant dans la transformation des periodes nc sont 
done pas arbilraires, ce qui conduit a un ensemble remar- 
quable de substitutions lineaires a coefficienls entiers dont 
les proprieties doivent d’abord etre eludices. Un nombr'c en- 
licr k joue dansl’ctude de ces substitutions un role cssentiel; 
la notion dc systemes equivalents et non equivalents se pose 
alors, et il est etabli que le nombre des substitutions non 
equivalentes est egal a x -+- k -+- k 2 -h k 3 , si k est premier. On 
cn peut conclure que le nombre des transformations dis- 
tinctes des fonctions abeliennes relatives a un nombre pre¬ 
mier k est egal a 720 x (r -t- k -+- k- -+- k 3 ). En memo temps 
que ce theoreme fondamenlal, correspond an t au theoreme 
d’Abel etde Jacobi sur le nombre 6 (/1 -t- 1) des transforma¬ 
tions d’ordre n des fonctions elliptiques (« elant premier), 
Hermite donne le moycn de former les relations algebriques 
entre les anciennes et les nouvcllcs fonctions, resolvanl ainsi 
completement le probleme qu’il s’etait pose. Cet admirable 
travail, redige d’unc maniere tres concise, a fait Fobjc l de noni- 
breux commenlaires, et ouvert la voie a des recherchcs de na¬ 
ture variee, dontquelques-unes ne se rapportcntqu’indirecle- 
ment a la theorie des fonctions abeliennes. Citons entre an tres 
le Memoire de Laguerre surle Calcul des sysLemes lineaires, 
ou sc trouve generalisee la notion des formes quadraliques 
corrcspondant aux substitutions lineaires indiquees plus baut.; 
en Algcbre, k un point dc vue tout different, la notion im- 
portante de substitution abelienne, telle qu’elle est utilisec 
par M. Jordan, trouve son point de depart dans unc impor- 
tantc remarque du Memoire sur la transformation des fonc¬ 
tions abeliennes. 

Au milieu de tant de travaux, Hermite ne cessait de s’in- 
teresser & la theorie des fonctions elliptiques. Je crois bien 
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qu’elle a ete son elude de predilection. Les belles formules, 
d’une allure si parfaitc, qu’on y rencontre remplissaient de 
joie, comtne il le disait, son ame d’algebriste, ainsi que les 
rapports si remarquables de ces transcendantes avec l’Al- 
gebre et les proprietes des nombres; les Fundamenta nova 
de Jacobi etaient toujours sur sa table de travail. Une addi¬ 
tion a la sixieme edition du Traite de Lacroix est restee 
celebre dans la theorie des fonctions doublement perio- 
diques; e’est de Pintegralion d’une fonction doublement pe- 
riodique, le longd’un parallelogramme de periodes, qu’Her- 
mite, ici disciple de Cauchy, deduit les proprietes fonda- 
mentales de ces fonctions, et en particulier la decomposition 
en elements simples si importante pour le Calcul integral. 

En 1 858 , Hermite reprend l’etude de la transformation 
des fonctions elliptiques, et cherche a en approfondir davan- 
tage le mecanisme. IIrencontre ainsi une abondante moisson 
et tout d’abord la resolution de l’equation du cinquieme de¬ 
gre. Jacobi avait montre que, dans la transformation de 
degre n (netanl premier), il y a une relation de degre a- f- r 
entre les racines quatriemes de l’ancien et du nouveau mo¬ 
dule; e’est l’equation qu’on appelle P equation modulaire. 
Deux fonctions vonl jouer un role essentiel. Employant les 
notations de Jacobi, on sait que et \Jk' sont des fonctions 

Iv' i 

uniformes de co = Hermite les designe par 9(00) et 4 '( co ) 

et eludie les transformations qu’elles subissent quand on 
elfectue sur m une substitution lineaire. Le fait que les mo¬ 
dules satisfaisant a 1’equation modulaire s’expriment, en uli- 
lisant les fonctions precedentes, par des fonctions uniformes 
d’un parametre avait vivement frappe Hermite; il eutlepres- 
sentimenl que cette circonstance n’elait possible qu’a cause 
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dc la nature singuliere de ccs fonctions, et la fonclion ®(co) 
sur laquelle il attira si viveinent l’attention forme le premier 
example de ces fonctions, ayant des ligncs dc singularity 
essentielles, dont M. Poincare devaiL plus tard faire une 
etude gencrale sous le nom dc fonctions fuchsiennes. 

Galois avait cnonce quc pour n = 5 , 7, it les equations 
modulaires sont susceptibles d’un abaissement au degre infe- 
rieur d’une unite; ce resultat, retrouve aussi par M. Betti, 
avait ete verifie par Hermite des l’epoque deja lointaine de 
ses lettres 4 Jacobi. II elfectue maintenant la reduction d’une 
maniere complete pour n = 5 , en employant pour former 
une reduite une fonction convenable des six racines; il trouve 
ainsi une equation du cinquieme degre, susceptible d’etre 
identifi^e avec l’equation 

— x — a 1 ™ o, 

forme a laquelle un geometre anglais, Jerrard, avait ramene 
l’equation gencrale du cinquieme degre sans employer 
d’aulres irrationnalites quc des radicaux carres et cubiques. 
a elant donne, I’identilication conduitaune equation du qua- 
trieme [degre pour trouver le module de la fonction ellip- 
tique. L’equation du cinquieme degre se trouve done resolue, 
en ce sens que ses racines se trouvent represen tecs par des 
expressions s’exprimant simplement a I’aide de <p(co) et ^(00). 
Cette resolution de l’equation du cinquieme degre frappa 
viveinent l’attention des geometres et, quelque temps apres, 
Kroneclter et Brioschi. traitaient la mfime question sans faire 
la reduction prealable a l’equation de Jerrard et en utilisant 
la relation algebrique entre le module et le inultiplicateqr 
dans la transformation du cinquieme ordre. 

Dans un Memoire etendu sur l’equation du cinquieme 
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degre, Hemrite exposa ensuite ses travaux, ainsi que ceuxde 
Kronecker et de Brioschi, en utilisant ses anciennes re- 
cherches sur les formes du cinquieme degre. On trouve, de 
plus, dans ce Memoire, quelques resullats generaux concer- 
nant les equations de degre quelconque. II y est montre que, 
pour une equation de degre quelconque, on peut former un 
certain nombre d’invariants dont les signes donnent le 
nombre des racines reelles et imaginaires de I’equation; pa- 
reillement on peut former un systemede covariants doubles, 
c’est-a-dire a deux series de variables, servant, comme les 
fonctions de Sturm, a determiner le nombre des racines reelles 
comprises entre deux nombres. Hermite completait ainsi 
d’une maniere remarquable ses premiei'es etudes sur des 
suites analogues a celles de Sturm. 

Nous renconlrons bientot apres un long Memoire sur la 
theorie des equations modulaires. Pouri’ealiser effeclivement 
l’abaissement de Pequalion modulaire dans les trois cas prevus 
par Galois, il fallait calculer le discriminant de cettc equa¬ 
tion. Hermile entreprend alors d’une maniere generale une 
etude du discriminant des equations modulaires et sa decom¬ 
position en facteurs, et est ainsi conduit a d’importantes no¬ 
tions arithmetiques sur le nombre des classes de formes qua- 
dratiques. La theorie des equations modulaires n’est d’ail- 
leurs pas le seul lien ou la theorie des fonctions elliptiques 
vient se lier a la theorie des formes quadratiques binaires de 
determinant negatif. Un autre plus elementaire s’offre lors- 
qu’on developpe en series Lrigonometriques certains quotients 
de fonctions ©; on obtient ainsi des identit6s, d’oii decoulent 
des propositions ires cachees d’Arithmetique, et e’est ainsi, 
entre autres resultats, qu’Hermite retrouve les propositions 

de Legendre et dp. Gauss sur In dor.nmnnsilinn dps nninl-ippu 
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en trois carres. Ccs rapprochements etranges, entre des 
questions de natures si diflercntes, exergaient sur son esprit 
une sorte de fascination et etaient une des causes de 1’attrait 
qu’il eut toujours pour la theoric des fonctions elliptiques. 
Aussi ecrivait-il un jour a propos des Lravaux de Legendre 
et de Gauss sur la decomposition des nombrcs en carres : 
« Ces illustres gcometres, en poursuivant au prix de tant 
d’efforts leurs profondes recherclies surcettepartic del’Arith- 
metique superieurc, tendaient ainsi a leur insuvers une autre 
region de la Science et donnaicnt un memorable exemplc de 
cette mysterieusc unite, qui se manifesto parfois dans les 
travaux analytiques en apparencc les plus eloigncs. » 

IY. 

De telles analogies et de tels rapprochements sc rctrouvcnt 
aussi dans d’autrcs parties des MathemaLiques. La theoric des 
fractions continues cn Arithmetiquc, c’esl-a-dirc la represen¬ 
tation approchee d\m nombre incommensurable par un 
nombre rationnel, avait etc etendue aux fonctions crime va¬ 
riable. Etant donncc une fonction d’unc variable x devcloppec 
suivant les puissances positives et entieres de on peut sc 
proposer de representor cette fonction par une fonclion ra- 
tionnclle de ;r, dont le numeratcur et le denominatcur soicn( 
de degre n, avec une approximation de Pordre 2n-h i par 
rapport a a?; ccttc theoric des fractions continues algebriques 
offre la plus grande analogic avec la theoric des fractions 
continues arithmetiques. Hcrmite, qui s’ctait occupe de la 
representation simultanee de plusieurs nombrcs par des frac¬ 
tions de meme denominateur, devait naturcllcmcnt s’attacher 
au probleme analogue pour plusieurs fonctions. Ge mode 
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nouveau (^approximations algebriques simultanees le con- 
duisit a une de ses plus belles decouverles, jc veux parlor de 
la transcendance du nombre e, base des logarithmes ncpe- 
riens. Son point de depart, dans ce Mcmoire celcbre Suj- la 
fonction exponenlielle, public en 1873, est Papproximalion 
simullanee d’u n certain nombre d’exponen tidies de la form e e" x 
au moycn de fractions rationnelles; les differences entre ccs 
exponentielles eL leurs valeurs approchees sont representees 
a l’aided’integralesdefinies, et cesapproximationspermettenL 
d’etablir,enfaisanta; = i etensupposantenliersles nombres a, 
que e ne peut satisfaire a aucune equation algebrique a coef¬ 
ficients entiers. On savait depuis longtcmps former des series 
representant des nombres transcend ants; Liouville parait 
avoir donne le premier de tels exemples, mais ces nombres 
ne jouaient aucun role cn Analyse. L’interet qui s’altache a 
nn nombre aussi fondamental que e donnait, au contrairc, 
un prix immense a la demonstration de sa transcendance. 
■Quelques annees apres, M. Lindemann, en s’inspirant des 
■etudes d’Hermile, demontrait la transcendance du rapport it 
de la circonfercnce au diametre; en memo temps sc trouvait, 
par suite, etablie l’impossibilite de la quadrature du ccrcle. 
L’etude de ces belles questions a etc, dans ces dernieres an~ 
neos, nolablement simplifiee, mais les principes au fond sont 
rcstes les memes, et les demonstrations tres simples que nous 
possedons aujourd’hui ont ete suggerees par les methodes 
d’Hermite. 

Apres son Memoire sur Fexpone'ntielle, Hermite continua 
ses recherches sur les fractions continues algebriques. On 
connaissait depuis Gauss le role des polynomes de Legendre 

dans le developpement de log -—- en fraction continue, et 
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les recherches de M. Heine etde M. Chrisloffel avaient mon- 
tre les rapports de la theorie des fractions continues avcc ccr- 
taines equations differentidies lineaires clu second ordre. 
Hermite etend tous ces resultats en montrant comment une 
cerlaine equation lineaire d’ordrc n 4- i, genei'alisant Inequa¬ 
tion de Gauss, se lie aux modes d’approximations simultanees 
dont il axait donne une application dans son Memoire Sui' la 
fonction exponeniielle; il etend ainsi, pour ne ciler qu’un 
exemple, le resultatdc Gauss, cn developpant /i logarithmcs 

de la forme log-—— (z = r, a, n) cn fractions conli- 

nues, ce qui le conduit a generalise!' a un point de vuc tres 
interessant les polynomcs de Legendre. 

Nous avons deja eu l’occasion de dire que la theorie des 
fractions continues arithmetiques peut se generaliser de di- 
verses manieres. De meme, la theorie des fractions continues 
algebriques peut etrc etendue dans des directions differentes. 
Le probleme suivant paraissait a Hermite de grande impor¬ 
tance et l’a souvent preoccupe : etant donnees n series S M 
So, ..S„ procedant suivant les puissances croissantcs de x , 
determiner les polynomes X t , X 2 , X„ de degrds p,, 
p 2 , • -p„ de maniere a avoir pour la somme 

S 1 X,-bS 2 X 5 + ...+ S„\„ 

une approximation d’ordre p, -+-. . . + p, t 4- // — 1. Il cn 
donne une solution tres simple dans le cas ou les S sont des 
exponentielles e ax , et reussitdans le cas general, pour n= 3, 
a trouver un algorithme conduisant au rcsultat cherche sans 
avoir de systerncs d’dquations & resoudrc. Chcmin faisant, il 
traite, mais d’une tout autre maniere, le probleme suivant, 
resolu par Tcbebycheff et analogue a un probleme dejci men- 
tionne d’Arithmetique : Trouver deux polynomes X et Y de 
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degres m cl n, dc maniere a avoir pour S 4 X S a Y — S :! une 
approximation d’ordre m -(- n — 2. L’allure arithmetique, si 
je puis le dire, dc ces problemes interessait vivement Her- 
mite; ils se rattachaicnt pour lui a des questions importantes 
d’Analyse; le Memoire sur e en est la mcilleurc preuve. II 
avait anterieurement consacre un elegant Memoire au cas 
particular de la determination d’un systeme dc polynomes U, 
V, W, tels que Usina? + Y cosa; + W commence par la 
plus haute puissance possible de la variable; il en avait tire 
une demonstration immediate du theoremc de Lambert sur 
bin comm ensurabilite de tc 2 et peut-6tre avait-il songe un ins¬ 
tant a deduire de ce genre de considerations la transccndante 
de tz. 

La puissance de travail d’Hermite etait considerable. La 
transcendance de e, les fractions continues algebriqucs ne lui 
font pas abandonner les fonctions elliptiqucs. Des 18^2, il 
est en possession de l’inlegration de l’cquation de Lame, 
comme le montrentles feuilles lithographiecs de son Cours de 
l’Ecole Poly technique. En 1877, il commence la publication 
dans les Comptes rendus de son grand Memoire Sur 
quelques applications des fonctions elliptiqucs. Les fonc¬ 
tions doublement periodiques de seconde espece, e’est-a-dire 
les fonctions qui se reproduisent a un facteur constant pres 
par l’addition d’une periode, jouent un role capital dans le 
travail d’Hermite; il etend a ces fonctions la decomposition 
en elements simples qu’il avait donnee jadis pour les fonc¬ 
tions de premiere espece. Il est pret alors pour faire l’inte- 
gration d’une eejuation rencontree par Lame dans la theorie 
de la chaleur. Cette equation lineaire du second ordre.ren- 
ferme une constante arbitraire. Lame en avait fait l’integra- 
tion pour certaines valeurs de cette constante; Hermite Tin- 
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legre dans lous les cas au moycn dcs fonclions doublcmenl 
periodiques dc secondc cspcce, ct raltache a cetle integration 
la solution dc quelqucs problemes classiques de Mecanique, 
comme la recherche du mouvement d’un corps solide ayant 
un point Qxe ct n’elanl sounds a aucunc force, et celui du 
pendule conique. Lc cote algebrique ticnt aussi une grande 
place dans ce Mcmoire, et les equations correspondant aux 
cas examines par Lame y sont robjeld’une discussion appro- 
fondie. Ces etudes sur l’equalion dc Lame out ouvert la voie 
abien dcs reclierches analytiquCs; mais, cc qui interessait lc 
plus Hermite, ce sont les applications qu’on en pouvait faire 
a la Mecanique et a I’Asti'onomie. Lc tilrc qu’il avait donne 
a son Memoire est a cet egard significalif, ainsi que la sym- 
pathie avec laquellcil suivit les efforts dc Clylden pour intro- 
duirc les fonclions ellipliques cn Mecanique celeste. 

J’ai dejahien longueinent parle des travaux d’Hermite sur 
les fonclions ellipliques. Je lie puis m’arreler sur tonics les 
questions qu’il a eludiees dans ccltc theorie. Que de Me- 
moires scraicn t encore a cilcr, renfermant dcs idees ingenicuses 
ctoriginalessur les<j[uelles ilrcvetiail avecjoic : decomposition 
des fonclions doublcmenl periodiques dc troisiemc especc, a 
laquclle M. Appell devail apporter des complements tres im¬ 
portant, developpements des functions cllipLnjucs suivanl les 
puissances croissantcs dc la variable, reclierches des valeurs 
asymptotiques de quelques fonctions numeriques, ct tant 
d’autres. 

Hermite, comme Kronecker, s’est toujours servi des nota¬ 
tions de Jacobi. II sc trouvait trop vieux pour adopter les 
notations de Weierstrass, quand elles ont commence a se 
repandre. Il.en reconnaissait sans doute l’avantage au point 
de vue de la theorie generate, et certains invariants mis en 
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evidence etaient faits pour Jui plaire. Mais je crois que la sy- 
metrie introduce le touchait peu, la dissymetrie entre les 
periodes se produisant necessairement dans les applications. 
Rien n’aurait pu le decider a abandonner les fonctions © ct 
les admirables identites, si precieuses pour l’Arithmetique, 
dont la forme lui etait familiere depuis tant d’annees. 

V. 

C’est en 1869 qu’Hermite fut nomme professeur a la Fa- 
culte des Sciences. Au debut, il traita de la theorie des equa¬ 
tions, mais apartir de 1870, abandonnant l’Algebre dansses 
Lepons, il se consacra au Calcul integral et a la theorie des 
fonctions. Ceux qui Font entendu, et il y en a certainement 
parmi vous, garderont toujours le souvenir de cet enseigne- 
ment incomparable. Quelles merveilleuses causeries, d’un ton 
grave querelevait par moments l’enthousiasme, ou, apropos 
de la question la plus elementaire, il faisait surgir tout d’un 
coup d’immenses horizons, et ou a cote de la Science d’au- 
jourd’hui on apercevaitla Science de demain. Jamais profes¬ 
seur ne fut moins didactique, mais ne fut plus vivant. Je ne 
puis, dans mes souvenirs, le comparer qu’a Wurtz; sous des 
formes tres differentes l’enseignement fut pour eux un apos- 
tolat, et j’ai connu des auditeurs peu familiers avec les 
sciences et egares dans les amphitheatres de l’illustre geo¬ 
metre et de l’illustre chimiste, sortir stupefaits de voir qu’une 
leQon d’Analyse et une legon de Chimie pussent etre si poi- 
gnanLes et si dramatiques. Quand Hermite parlait de la 
Science, il faisait songer a Pasteur, et il aurait pu faire 
sienne cette phrase qui revenait souvent sur les levres de 
son grand contemporain, que la Science se fait non seu- 
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lement avec l’esprit, mais aussi avec le cocur. C’est ee 
dont temoigne l’inepuisable devouement d’Hermite pour ses 
eleves; que d’heures il a passees a correspondre avec des geo- 
metres de tous pays, connus ou inconnus, lui soumettant 
leurs essais et sollicitant ses avis. Yrai directcur scienti- 
iique, il repondait a tous avec une cxquise bienveillanco, 
donnant sans compter son temps ct ses idees, persuade qu’un 
savant ne contribue pas seulement aux progres de la Science 
par ses travaux personnels, mais aussi par les conseils don- 
nes, particulierement a ceux qui entrent dans la vie scienti- 
fique. Une manifestation grandiose dcvait montrcr a Her- 
mite, au soir de sa vie, qu’il n’avait pas eu affaire a des 
ingrats; beaucoup d’enlre nous ont sans doutc assiste a cette 
belle et touchante cercmonie du 2Zj decembre 1892, ou a etc 
fete son soixante-dixieme annivcrsaire. 

L’enseignement d’Hermite a la Sorbonne a cxcrce une 
tres grande influence. Ses cours ont etc lithographies et ont 
ete lus et medites par tous les geometres contemporains. II 
ne craignait pas de s’arreter sur les debuts du Caleul inte¬ 
gral, et il donnait a reflechir a ses leclcurs sur les sujets les 
plus elementaires. Ainsi une rcmarque immediate sur l’ex- 

pressionde log'P arun o inLegrale delinie Fainene unjour 

a la notion de cc qu’il appellc unc coupura, notion qu’il de- 
vcloppe ensuite d’unc manierc generalc. Les Lheories fonda- 
mentales de Cauchy relatives aux fonctions d’unc variable 
cornplexe tenaicnt une grande place dans son cours. Vers 
1880, un Memoire de Weierslrass recemmcnt paru appela 
vivement l’attention; les lemons d’Hcrmite firent connaitre 
en France les idees du grand analyste allemand. Depuis vingt 
ans, tous les geomitres ont etudii dans ces legons la thiorie 
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des fonclions analytiqucs; lcs idees csscnlicllcs, degagees de 
tout ce qui est accessoire, y sont miscs en evidence avec u.n. 
relief singulier. En meme temps s’apercoit l’csprit precis de 
l’algebriste que fut toujours Hermite. II aimait ccrtes les 
theoremes generaux, mais a condition qu’on les appliqua. t 
ensuitc a quelque question speciale. Tous lcs geomelrcsn’orit 
pas a cetegard les memes besoins; il suffit a quclques-uns de 
jouir d’un bel enonce general et il semble qu'ils craignent 
presque de gater leur plaisir arlistique par la pensee d’une 
application a un probleme special. Il est heureux, je crois, 
que tous les esprits n’aient pas les memos tendances, mais 
Hermite sur ce point avail une opinion bicn arretee. Aussi 
cherchait-il a illustrer par de nombreux examples les propo¬ 
sitions generales de Weierstrass ct de Mittag-Lcfller sur In 
theorie des fonctions. Les fonctions elliptiqucs lui donnaient 
un beau champ d’applications. Son coui’s lui eta it [’occasion 
de travaux portant toujours une marque personnclle. D’une 
annee a l’autre, il etendait le ccrclc des questions traitees; 
dans les derniers temps de son enseignement, il s’elait atta¬ 
che parliculierement a la theorie des integrates euleriennes. 
Outre les applications qu’il ypouvait faire des theoremes ge¬ 
neraux de l’Analyse, il se plaisait dans les transformations 
difficiles des integralcs delmies, qu’il maniail avec un art 
consomme rappelant les grands geometres de la premiere 
moitie du siecle dernier, art qui semble se perdre aujourd’hui. 
Des Memoires elegants sur une extension dc la formule de 
Stirling et sur la fouclion logT(a) furent lie fruit de ces 
nouvelles recherches. 

Hermite, dans ses legons, ne s’arr^tait pas a discuter les 
premiers principcs de l’Analyse. Il pensait modestement que 
les eludes de Philosophic mathematique, si en honneur au- 
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jourd’hui, devaienl elre de grande importance, puisque tant 
d’espritseminentss’y adonnent; mais, malgre loute sa bonne 
volonte, il ne poirvail arrivcr a s’y intercsscr. La cause en etait 
peut-etre dans sa philosophic un peu mystique sur l’essence 
du nombre; il croyail que les nombrcs forrnent un monde 
ayanl son existence proprc en dehors de nous, monde clout 
nous pouvons saisir seulemcnt ici-bas quelques-unes des har¬ 
monies profondes. Dans Fantiquite il cut etc plalonicien, et 
au moycn age, dans la longue querelle entre le realisme cl 1c 
nominalisme, il aurait suivi Guillaume de Champeaux avcc 
les realistcs. Dans line sphere moins elevcc, mais dans un 
ordre d’idces sc rallachanl a ce qui precede, il avait vu avcc 
regrets les efforts fails depuis line vinglaiue d’annees pour 
inlroduirc Fextreme rigucur dans Fenseignement elcrnen- 
taire. On lit, dans un article ecrit quchjues semaines a van l 
sa mort et destine a un journal d’cnseigneincnl : « L’admi- 
ration, a-t-on dit, est le principe du savoir, ...; je nFautori- 
riscrai de cetle pensee pour exprimer le desir qiFon fasse la 
part plus large, pour les eludianls, aux choses simples et 
belles, qu’a Fextreme rigucur aujourd’hui si en honneur, 
mais bien peu attrayante, souvenl memo fatiganle et sans 
grand profit pour le commenc;anl qui n’en [)eut comprendre 
Finteret. » Toute la methode (Fenseignement d’Hcrmite 
lient en raccourci dans ces quelques lignes : personae plus 
cjue lui ne sut exciter Fadiniration pour les choses simples et 
belles. 

Arrive au lerinc de cette legon, je suis loind’avoir cnumerc 
tous les Memoires ou Notes d’Hermite qui demanderaient 
une mention. Il faut au moins citer ses recherches sur la 
representation analytique des substitutions, ses belles etudes 
sur les polynomes a deux variables qui generalisent les poly- 
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nomes de Legendre, sur l’interpolation, sur les nombres de 
Bernoulli, sur les fonctions spheriques, etc.; toutes portant 
la trace de sa rare penetration. 

Lagrange vieillissant, a cc que raconte Delambre, avait 
perdu le gout des Mathematiques, et son enthousiasme s’etait 
eteint. Hermite fut plus heureux; les fatigues de 1 ’age ne ra- 
lentirent pas son activite intellectuelle, ni l’interet qu’il pre- 
nait aux choses de la pensee. Sa belle intelligence garda 
jusqu’a la fin toute sa vivacite, et il continuait a suivre de 
pres Ie inouvement scien tifique conternporain. Sans doute, 
chose bien naturelle chez un vieillard de son Age, il avait a 
faire des reserves au sujet de certaines hardiesses de la pensee 
mathematique actuelle; mais, plus optimiste sur ce terrain 
qu’il ne l’etait dans d’autres domaines, il aimait a esperer que 
de cette vie intense sortirait quelque chose de grand et de 
durable, et il entrevoyait un bel avenir pour la Science ma- 
th^matique du xx e siecle. Parfois il regrettait que la theorie 
des nombres fut peu cultivee en France, regret d’autant mieux 
justifie que la penetration fatale de la theorie des nombres 
dans la theorie des fonctions donnera une grande force a 
ceux qui seront penetres des principes de l’Arithmetique su- 
perieure, et que certaines rccherches relatives a la fois a 
1 ’Arithmelique et a I’Analyse des fonctions pourraient don- 
ner, semble-t-il, des aujourd’hui une fructueuse moisson. Il 
se rappelait qu’il n’aurait jamais pu ecrire son Memoire sur 
la transformation des fonctions abeliennes s’il n’avait ete 
familier avec les questions arithrnedques, exemple de l’appui 
que se pretcut les diverses parties de la Science et du danger 
qu’il y a pour les chercheurs a se cantonner dans des do¬ 
maines speciaux. 

Dans ses dernieres annees, l’immense correspondance 
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.rmite 1’occupait de plus en plus. II n’avait jamais aime 
onde, et il en redoutait les obligations qui ne sont sou- 
pouv rhomme d’elude que de grandes pcrtcs de temps, 
te son activile extericure se concentrait dans dc longues 
erics epistolaires avec dc lointains amis. Les Mathcma- 
;s en formaient une bonne part, mais aussi bien d’autres 
.s, et, entre deux pages consacrees aux fonctions ellip- 
;s et aux nombres de Bernoulli, vcnait s’inlercaler une 
sur la politique europcenne. Ses lectures s’etendaienl 
s sujets les plus varies, et son excellente memoire rete- 
tout ce qu’il avait lu. A cote du savant, il y avait chcz 
nile un ecrivain. Dans les Notices qu’il cut a ecrire de 
is a autre, son style grave, exempt de toutes recherches, 
tit une impression profonde; plus d’unc page dans sa 
;spondance meriterait d’etre conscrvee, s’il etaitpermis 
publier. 

muvre d’Hermile se trouve dispersee dans un grand 
are de journaux scienlifiqucs francais ct Strangers; elle 
dira encore cjuand elle se trouvera rassemblee et qu’on 
ra ainsi mieux jugcr de sa belle unite. A. peu d’excep- 
pres, les Memoires sont courts. La marchc generate dcs 
y cst loujours mise avec evidence, mais, surtout dans la 
iere partic de la carriere d’Hermile, la redaction se pre- 
sous une forme synthelique, ct le soin d’etablir de nom- 
;es propositions inlermediaires, dont l’cnonce seul est 
ue, est laisse a la charge du lectcur. Quel fructucux 
:ice que la lecture d’un de ces Memoires fond amen Laux 
l’eludianl bien doue qui cherche a en retablir tous les 
Is. 

temps n’est pas encore venu, et, d’ailleurs, il ne m’ap- 
ent pas de porter un jugemenl sur 1’cEuvre d’Hermitc. 
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Certaines parties de cette oeuvre sonl aujourd’hui en pleiiae 
lumiere et ont rendu son nom celebre, d’autres seront dans 
Favenir la source de belles decouvcrtes et conlribucront en¬ 
core a sa renommee. Une impression pent loutefois se degager 
de cette etude sommaire. Les Travaux les plus iinportants 
d’Hermite se rapportent aux fonctions elliptiques et abe- 
liennes, aux formes algebriques el a la theorie des nombres; 
mais ces divers Travaux ne sont pas isoles et Ton eprouve uu 
singulier embarras a les faire rentrcr dans une classification 
qui, en Mathematiques comme ailleurs, est toujours insuffi- 
sante et provisoire. Les rechercbcs sur Fequation du cin- 
quieme degre appartiennent-elles a FAlgebra ou a la Theorie 
des fonctions elliptiques, et le Memoire sur la transformation 
des fonclions abeliennes rcleve-t-il de FAritlnnetique ou de 
la Theorie des fonctions? Si cepcndant, en reslant dans les 
cadres habituels, on veut essaycr de delink - le genie d’Her¬ 
mite, on peut dire quelespoints de vue arilhmetique et alge- 
brique predominent dans son oeuvre. C’csL en Algebre el en 
Aritlnnetique qu’il a ete surtoutun invenleur et un createur. 
Avec Cayley et Sylvester, il a fonde la theorie des covariants 
des formes algebriques, et les admiralties recberc.hes, ou il a 
introduit le continu dans le domaine du disconlinu, lui as- 
surent dans la Theorie des nombres, cette reine des Mathe¬ 
matiques, une place d’honneur a cote des deux grands geo- 
metres, dont il aimait a se dire le disciple, Clauss el Dirichlet. 
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LIEU GEOMETRIQUE 

US POLES D’UNE SECTION CONIQUE 

PAR RAPPORT A UNE AUTRE. 


Nouvelles Annales de Mathematiques, Tome I. 


nne sur tin plan deux sections coniques A, B; on consi- 
tangente menee h la premiere comme une polaire par 
l’aulre, et on demandc le lieu de son p61e en supposant 
int de tangence parcourt la courbe A. 
pport6e la c our be A a un axe el a la tan gen te au sommel, 
Equation sera : 

JK 2 = ipx 4- nx%, 


e sa tangente au point (a, (3); 

$7 = p(& 4 - a) 4 nxcn, 

Dndition 


= 2/>a ~h n a 2 . 


Ajk 2 4- B xy h- ... =o, 

a de la courbe B, celle de sa polaire par rapport au point 
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x^y f sera, comme on sait, 

jvY'-+-^X'-bV'=o; 

en Fidentifiant avec l’equation (i) de la tangente, on aura : 

X^ p — j— 72. GC V'__/?a 

~~ y'“~ p ; “y'“T’ 

de telle sorte que si a et (3 etaient effectivement donnas, ces rela¬ 
tions d&termineraient les coordonn^es du pole, x r et y r ; on aura 
doncFequation du lieu cherch^ en 6Liminant a et (3 entre ces equa¬ 
tions et liquation ( 2 ). Pour faire le calcul, j’observe qu’elles 
donnent tout d’abord : 

tt - pv . . - p2T 

~~ pX'—nV” p ” pX'—nY’ 
d’ou il resxilte en substituant dans ( 2 ), 


d’oft 
et enfin 


p*Y r z __ ip*V r np»~ V'* 

( pX' — nYf ~~ pX f — nY ^ (pX- nV ')* ’ 

p* Y '2 = 2 V'QoX'— nY) -+- nV' 2 , 

p* Y ' 2 = 2 p Y f X~ nY* ; 


comme X 7 , Y 7 , V 7 sont des fonctions lin^aires de x f et j/, le lieu 
est encore une section conique. 



CONSIDERATIONS SDR LA RESOLUTION ALSEBRIQUE 


DE 

L’EQUATION DU CINQUIEME DEGRE ( ’. 


Nouvelles Annales de MatJUmatiques , Tome I. 


1 . 

1. On saitque Lagrange a fait dependre la resolution algebriquc 
de liquation g^n^rale du cinqui£me degre, de la determination 
d’une racine d’une equation particulidre du sixieme degre, qu’il 
nomme reduite (Resolution des Equations rtumiriques, 
Note XIII). De sorte quc, si cette reduite etail decomposable bn 
facteurs rationnels du second ou du Lroisiemc degi^e, on aurait la 
resolution de liquation du cinquiemc degre. Je vais essayer de 
demontrer qu’une telle decomposition est impossible. A cet effet, 
j’ai besoin de la proposition suivante due4 Lagrange (Mdmoires de 
C Academic de Berlin , t. 3) et dc quelques observations sur les 
permutations. 

2. Deux fonctions semblables non symetriques des racincs d’une 
m&me equation X = o peuvenl loujours s’exprimer rationnelle- 
ment l’une par l’autre. 

Demonstration. — Onappelle fonctions semblables de racines 
oelles qui varient ensemble ou deviennent les m£mes pour les 
memes permutations : telles sont 

a + p, a«+ - 


(') Get article, ainsi que le pr6c6dent, sont sign6s par M. Hermite, 6l6ve au 
Coll6fre Louis-le-Grand. (Institution Mayer). E. P. 
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Soient done <p et deux fonctions quelconques semblables des 
racines d’une Equation, et supposons qu’en permutant les racines 
de toutes les mani&res possibles, la fonction f ait a valeurs repre¬ 
sentees par 

?!> T2; ^n- lj <jp ni 

les valeurs correspondantes de ^ sont 

^2, ^3, •••, +n-i, & ti¬ 

ll est evident, par la theorie des equations, que les n valeurs 
de (f sont racines d’une Equation de degre n, qu’on obtient en 
effectuant le produit des facteurs 

F(x) = {x — ?i)(a?— <p 2 )(^-~ ?3) • • • O — ?,*) = o, 

et, par les formules des fonctions sym^triques, on connait les 
coefficients de cette Equation. 

On a de meme 

f(x) =(a? ———— ^„) =o; 

designons par F / (cp 1 ) ? F(o 2 ), •••, les valeurs successives de la 
deriv^e de F (x) } en remplagant x par cd ] , <p 2 , ..<p /2 . 

Formons la fonction suivante du degr6 n — i 

F(a?) , _ Ff.y) jti ( F(.r) , 

(* - <p t ) F'(? 1 ) Vl " r '(^“- c ? 2)F'(? 2 ) ^ 2H ~- * (a?—(p n )F\(j> rt ) V«= ^(ar), 

et, par la th6orie des fonctions sym^triques, les coefficients dc 
cette fonction sont donnas en fonction des coefficients de X o, 
car on reconnait facilement que les racines de liquation X = o y 
entrent sous forme invariable; done tz(x) est une fonction ration- 
nelle de x. Faisant dans cette identity x = cp<, le premier membre 

se r^duit a son premier terme, carle quotient devientF 7 (<f <), 

lorsque x=y 1} et tous les autres termes s’^vanouissent : on 
suppose d’ailleurs tous les facteurs in<%aux; done 

de meme 
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3 . Application. 


X = x z -t- px 2 -+- qx h- r = o (racines a, [3, y) 

? = ^ = “ •+• P- 

<?i = a P. ?2 = «Y> ?3 — ?Y> 

F(>) = (x — a|3)(a: — ay) (a? — Py)> 

4/j — a-t-fl, = at -+- Y> 't'a — P Y> 


f{x) =(x — a— (3)0- 


iOO — P — Y). 


F'(tfi) = ap(P— Y )0 — Y). •••. 

Z ( X \ — (* —«y)(*-Py) faH _BV4- 

a (HP — Yi< a — Yi ^ 


et faisant les reductions 


<*)' 

soit 

X = x z — 7# -I™ 6 ; 


x % 


i r \ 

'fj + ^ )== 


qx 


P = 2 '^ 


it(x) =-- 


.r 2 -+- 7 a? 


donnanta 3? successivementles Irois valeurs dc y, savoir 2 ; — 3; — 6, 
on obtient -j- 3; — 2 ; — 1 ; les trois yaleurs de 


4. Tous les coefficients des diviscurs d’une equation sont des 
fonctions semblables des racines de cette equation; par consequent, 
connaissant un de ces coefficients, on pent determiner tous les 
autres, en fonction ralionnelle du coefficient connu. 


5. Venons aux permutations : cinq quantiles a, [3, y, S, e per- 
mutees cinq & cinq fournissent cent-vingt permutations qu’on pent 
partageren vingt-quatre group es de cinq permutations rangees par 
ordre circulant; exemple : le premier groupe commence par a(3ySs 
etsa formation estindiquee par l’dchelle 2345 i ; cela veut dire que 
la premiere lellre doit £tre remplacee par la seconde; la seconde 
par la troisieme; la troisieme par la quatrieme, etc.; de sorte que 
le second terme de ce groupe est (3ySea, qui donne le troisieme 
ySeap, etc.; le premier terme du second groupe est a(3yeS; l’^chelle 
de formation est tou jours 2345 1 , de sorte que le second terme 
est PyeSa, et ainsi de suite; les t£tes de groupe sont done fournies 
par les vingt-quatre permutations des quatre lettres j3, y, S, e; ces 
vingt-quatre permutations peuventdonc se diviser en six groupes 



6 


OEUVRES DE CHARLES HERMITE. 


de quatre termes ranges aussi par ordre derivatif avec Fdchelle 
24 i 3 , c’est-a-dire a remplacer la premiere lettre par la deuxieme, 
la deuxieme par la quatrieme, la troisieme par la premiere, et la 
quatrieme par la troisieme; ainsi, le premier terme du premier 
groupe etant [3ySe donne Je second yc[3S, d’oti Fon ddduit le 
troisieme soyp; le rquatrieme S^ey. Les tetes de groupe sonl 
donnees par les permutations de yoe et les divers termes par 
Findice constant 241 3. 

6. Soit maintenant Fequation gdnerale du cinquieme degv6 

(1) a? 5 —Ai^-h A 2 a? 3 — A 3 a? 2 4- k. k x — A 5 = o (racines a, p, y, e, 0). 

Les coefficients sont supposes reels et rationnels. 

Formons Fequation au produit de deux racines; elle est de la 
forme 

( 2 ) a; 10 —Bi# 9 -h B237 8 -f- ... -f-Bio = o racines 1 a ^ J 0 '~’' } £a ’ 

l a Y> Y £ > £ P> 8a. 

B 1? B 2 , ... sont des coefficients connus, rdels et rationnels, et 
Bj = A 2 ; soit/(m, n,p, q , r) une fonction sjm^trique quelconque 
des cinq quantity qui j entrent; remplagons d’abord les cinq quan¬ 
tity respectivement par les cinq racines de la premiere ligne, on 
obtient 

/( a P> PYj Y^> £a ) = 

et ensuite par les cinq racines de la seconde ligne, on obtient 
/(ay, ye, £p, p8, 8a) = 

Quelque permutation qu ’011 fasse entre les racines, cp + ne 
peut prendre plus de six valeurs diff&entes. En effet, ? n’est 
susceptible au plus que de cent vingt valeurs diflferentes ou dc 
vingt-quatre groupes de cinq termes chacun donnas par Fin- 
dice 2345 i; il est Evident par la seule inspection que les cinq 
termes de chaque groupe deviennent identiques : ainsi le premier 
terme du premier groupe est 

/( a P> PYl r°> ea); 

et le second terme devient 


/(py, y8, 8e, ea, a(J) 
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egal au premier. Done les cent vingt valeurs de cp et de ^ se 
rdduisent a vingt-quatre termes donnas par les permutations des 
quatre racines p, y, 8, e, lesquelles se rangent en six groupes 
de quatre termes fournis par l’indice 241 3; mais il est Evident 
que <p se change par cet indice en ^ et vice versa; car [3y8e, qui 
appartient a <p, donne en vertu de cet indice ye(J§ qui appartient 
a et ainsi des autres. 

On prouvera de meme que n’est susceptible que de six valeurs. 

II. 

7. Soit 

cp ™ ap 4- py 4 - y 8 4 - 8 e 4- sa, 

= ay -4 ye -H ep -h po -H oa; 

liquation d’ou dependent les valeurs de sera done de la forme 
(3) —C 1 a; li +C !! ^+...-l-C 6 =o. 

D^signant les six racines par X i3 X 2 , X 3 , • • •, X c , on aura 

1 . («p 4 - Py 4 - y8 4 - 0£ 4- sa )(ay 4 - ys 4 sp ~4 P§ 4 - 80O = Xi, 

2 . (ao 4- 8 s 4 - £p -4 Py - 4 - ya)(ap -1- p 8 4- oy 4- ye 4- sa ) = X 2 , 

3 . (ay 4 - yP 4 - P 8 4 - Se 4- sa)(a 8 -4 oy 4- ys -4 ep 4 - pa) = X 3 , 

4 . (ay 4- yS -4 Se 4- Ep -4 pa)(aE 4- sy 4 - yp 4 - po 4- Sa) == X 4 , 

5 . (as 4 -* Ep -4 Py 4 - yS 4- 8 a)(ay 4- ys -4 eo 4- Sp -4 Pa ) = X 5> 

6 . (aS 4- Se 4 ~ sy 4 - yp 4 - Pa)(ay 4- yo -4 Sp 4- ps 4 - sa) = X a . 

Ges six racines se composent de douze facteurs ; la somme dc 
deux facteurs de la m&me racine est connue et constamment ^gale 
a A 2 ; de plus, chaque facteur a deux ou trois termes en commun 
avec dix autres facteurs, et ces termes communs sont des racines 
de liquation ( 2 ). Cela pos 6, je dis que liquation (3) ne peut 
admettre un facteur rationnel ni du deuxi&me, ni du troisi&me 
degrd; supposons qu’il existe un facteur rationnel du deuxieme 
degr^, et qu’il comprenne les deux racines X,, X 2 : dans cette hypo- 
th&se, ces deux racines sont d^terminables et n’impliquent qu’un 
radical carr£ : connaissant le produit et la somme de deux facteurs, 
on connait les facteurs; done, les quatre facteurs qui servent a 
former les racines X*, X 2 sont connus et ne renferment que des 
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radieaux carres. Or, I’equation ( 2 ) admet deux cent cinquante- 
deux facteurs du cinquieme degre, tous de la forme 

x* — Gj x k -\- C 2 # 3 — C 3 a? 2 h- G 4 a? — C 5 . 

II est evident que dans le nombre il existe quatre facteurs ou 
C\ a pour valeurs les quatre facteurs des racines X 2 ; C { est done 
determine, et ne renferme que des radieaux carrds; et par conse¬ 
quent tous les autres coefficients C 2 , C 3 , C 4 sont aussi determines 
d’apres la proposition enoncee (4)- Parmi ces quatre facteurs du 
second degre il y en a deux qui ont deux racines en commun, 
(iy et oe par exemple; si Ton avait pris les deux racines ^ et X 4 , on 
trouverait, dans les diviseurs du cinquieme degre, trois racines en 
commun a[3, En tout cas, deux facteurs du cinquieme 

degre qui correspondent a deux racines de l’equation ( 3 ) ont 
soit deux, soit trois racines en commun. D’apres la theorie des 
equations, des racines communes a deux diviseurs peuvent etre 
donnees separement; done a[3 est racine d’une equation, soit du 
deuxieme, soit dn troisieme degrd, dont les coefficients ne ren- 
ferment que des radieaux carres; done la valeur de a (3 est donnde 
en fonction des coefficients de liquation ( 1 ) et ne renferme que des 
radieaux carres et cubiques; mais a 4 - (3 peut toujours s’exprimer 
rationnellement en fonction de a [3 ( 2 ); il s’ensuivrait done que 
les racines a et (3 de Pequation du cinquieme degre ne renferme- 
raient que des racines carrees ou cubiques, resultat absurde, qui 
provient de Padmission d’un facteur rationnel du second degrd 
dans Tequation (3); done ce facteur n’existe pas. On ddmontre- 
rait de la meme maniere et a fortiori que cette equation n’a pas 
de facteur rationnel du troisieme degi'd; et par consequent les 
racines ) M , ... ne peuvent s’exprimer en radieaux carrds et 

cubiques. 


III. 

8 . Je vais maintenant demontrer comme une consequence de ce 
qui precede que les racines de la reduite de Lagrange ne peuvent 
non plus s’exprimer en radieaux carrds et cubiques. En effet, 
rappelons succinctement la maniere d’obtenir cette rdduite. On 
pose I’equation 

fX* —i = 0j 
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et l’on fait 

t = a (J,{3 fJL 2 Y 4- [X 3 0 -f- [JL 4 s ? 

d’oii 

t* = A 5 -f- ( [J. — 1 ) iT -r- ( p- 2 — 1 (^ 3 ~ ((A 4 — I)$ l4) = 0, 

ou i* w , ^ 4) sont des fonctions determinees des cinq racines de 

l’equation (i); la reduite dont il s’agit a pour racines les valeurs 
que peut prendre unc fonction syinelrique de ces quantiles, pour 
loutes les permutations entre les racines a, [3, y, 8 , s ; or ces valeurs 
se reduisent a six, par la m£me raison que les valeurs de sc 
sont rdduites a six ( 7 ): i° a cause de Tdchelle de permutation a345 1 
qui les rdduit a vingt-quatre; de I’echeile a/f 1 3, qui reduit les 
vingt-quatre a six 5 nommons l une racine quelconque de la rdduitc 
de Lagrange et X une racine correspondant a la meme permutation 
de notre Equation (3). II est Evident que ces quantitds varienl 
simultandment ou restent les memos pour les monies permutations; 
elles sont done des fonctions semblables dcs racines; Pune peut 
done s’exprimer en fonction rationnclle dc Pa litre; on a ainsi 
X = F(7); done, si l ne renfermait que des radicaux carrds et cu- 
biques, il en serait dc memo de X, cc qui a 616 ddmontrd impossible; 
done l doit admettre d’autres radicaux; par consequent la reduite 
de Lagrange est essenticllement irreductible, n’a pas de facteurs 
rationnels du deuxi^me et du Lroisi^me degr 6 . Or, ellc devrait en 
avoir pour que la resolution dc Pdquation du cinqui&me degr£ fill 
possible, done cette resolution est impossible et a fortiori la 
resolution des Equations dc degrd supdricur. 
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Tome I des Opuscula mathematica de Jacobi, 1846 
et Journal de Crelle , Tome 32 . 


T. 


Paris, Janvier 1843. 


L’etude de votre Memoire publie dans le Journal de M. Crelle 
sous le titre : De functionibus quadrupliciterperiodicis quibus 
theoria transcendentium Abelianarum innititur, m’a conduit, 
pour la division, des arguments dans ces functions, a un thdordme 
analogue a celui que vous avez donn 6 dans le troisidme Volume 
du meme journal, pour obtenir l’expression la plus simple des 
racines des Equations traitdes par Abel. M. Liouville m’a engag'd a 
vous dcrire pour vous soumettre ce Travail; oserais-je espdrer 
Monsieur, que vous daignerez 1’accueillir avec toute l’indulgence 
dont il a besoin? 

Soit 

L(x) — \/[x(j — x)(i — y*x)(\ — V l x){i — )J; 



(a - 4 - (3 x) dx 

(a'n- $'x) dx 
&(x) 



(«+ $y)dy 

Mr) 

(a'+ P'jk) ty 

Mr) 


« = X 0 («, «'), y=^i(u, u'). 
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Faisons pour abreger 

x n =\ Q (nu, nu r ), y n z=\ l (^nu, nu!)\ 

ces deux quantitds seront ddterminees simultandment par les deux 
racines d’une Equation du second degrd, 

U^+U'^h-U^o. 

dont les coefficients seront des fonctions rationnelles de x , j, 
A(#), A(y); j’ai trouvd qu’ils dtaicnt de la forme P + Q A (#) A (y), 
ou P et Q sont des fonctions rationnelles de x et y; mais cette 
remarque n’est pas essentielle pour ce qui suit. 

Je partirai de ce que les racines simultandes des deux equations 

(A) 4- V'x n 4- U"- o, Vy% 4- 4- U" = o 

sont donndes par les formules 

7Yli\ \/■ - I — Til! it) —(- lYl !'£3 v/ ~ f 4- lYl" 0|, 
n 

mi\ /— 1 -1- m! i 2 -4* m"i ' 3 \f — 1 4- m" r i' k 
n 

mi x t/-i+ m'iz 4 - 1 -4- m! 1 ' 

n 

t , ini\ i 4- m! i*2 4~ m" i r § i — i - m £4 \ 

n J 

cn attribuant aux nombres cntiers m, m f j m ! f ? m! u les valcurs 0, 1, 
i- 

Cela pose, soit pour abrdger 

I ~ mix /-14 m! i % 4- m" i 3 /— 1 4- m!" i % , 

F rr: mi\ \J— i h~ ;n r i' z 4- ml' i\ \J — i -j~ m'" i \, 

et designons par /(#, y) une fonction rationnelle symdtrique de x 
ely, et par/>, g, r, s quatre racines de liquation binome x n = 1, 
je dis que V on aura 




n— 1 n — 1 n — 1 n — l 


0 o o 0 ^ 

tt'4- ^)] 
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A, B, C 5 D designant des fonctions rationnelles de X 0 (/zw ? nu'), 
li(nu, nu!)* 

Le premier membre peut d’abord se ramener a une fonction 
rationnelle de \{u, u'), u'). En effet, d’apres la propriete 

fondamentale des fonctions X 0J , un terme quelconque, tel que 

yj\ 0 (u-i- u ,J r X, H- u r -{- pourra etre exprime 

rationnellementenXo(w, u'), X,(?/, u'), A [\ 0 (u, u% A[X,(w, u% 
etles quantiles analogues relatives a la division des indices. Or on 
trouve aisement ces formules 


A(*) = («+P*) 5 j Z -)-(a'+P'®) 5 ^, 

Hr) = ( a + M ^ -+-(«'+ p» !jrp> 

qui montrent que les radicaux carr^s A[X 0 (a, u f )], A[)^(w, u r )] 
pourront s’exprimer rationnellement en A 0 (u, u!), u!)\ car 

en faisant disparaitre les irrationnelles des Equations (A), puis les 
differentiant successivement par rapport k u el u!', on obtiendra 
les expressions des ddrivees partielles en fonction rationnelle 
de \ 0 (u, u') et ) M (u, u 1 ). 

Representonsle premier membre de liquation (B) par cp(w, u f ); 
on demontrera bien aisement que 

~ ^ 1 ^** + ^~ I + k ! " ^ /_j_ \f — 1 ~+~ -+- k" h t -+- i\ 

Tl 5 Tl 

= p- k q- k ’r- k "$- k '" cp( tt'), 

quels que soientles entiers A 7 , A ;// . 

En relevant a la puissance on obtient done une fonction 

rationnelle deX 0 (&, u ’), X,(w, w'), qui ne change point en substi- 
tuant a ces quantity deux autres quelconques des racines simul- 
tanees des equations proposes. II suit de Ik et de la th^orie des 
fonctions symetriques des racines d’un syst&me d’^quations a plu- 
sieurs inconnues, que cette fonction pourra etre de terming e ration¬ 
nellement par les coefficients des Equations (A). 

J observe actuellement qu’il a 6t6 introduit les quantitds 
dkp(nu, nu') dk 0 (nu, nu') dX Y (nu, nu!) dk x (nu, nu') i, 

du ’ SS -’ - d,U - M -- que Ion 
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pourra eliminer par les formules suivantes : 


(a' P — [3'oc) 


dx A (x) 
du! ~ y — x 


0-t-p.r), 


(aP '“ (a ' + P'*)> (“'P - £ = £17 (“ + 


Or, une fonction rationnelle quelconque des deux radicaux 
A[X 0 (w, u*)\ A[a 4 (w, u r )\ peut toujours etre mise sous la forme 

a-t-&A[Xo(w, u r )] -+- c AfX^w, u!)] -+- d A[X 0 ( u, m , )]A[X 1 (m, m')], 

ce qui ach&ve la demonstration du theoreme enonce. 

En supposantsuccessivement/(#, y) = a:-\-y 1 et f(%,y)=xy, 
on aura s^parement par une somme de n k — i radicaux /i^ mes les 
coefficients d’une equation du second degre, dontles racines deter- 
mineront finalement celles des equations proposees. On pourrait 
aussi faire voir qu’il suffit de connaitrc l’un d’eux, l’autre se deter¬ 
minant rationnellementpar celui-la. 

Pour obtenir la division des indices, soit 

___ ki\ / — t -4- k' 4 -+~ k" i\ \! r h- k m 4 __ I 
n ~ n* 

u ' - ki 'i ~ 4 " k ' £ * v// ~ k "' 4 = £ 


on aura x n = o, y n = o, et les equations a resoudre sei'ont 
(C) U'=o, U"=o; 

leurs racines seront comprises dans les formules 

(mi x s/— i m ' U -4- in" 4 \J — t H- ml” i h rni\ -1 -+- m r i ' 2 •+• m" 4 J— r m!" i f k \ 

u \ n 9 n ~ "") 

I in i x sj — i-f -m! 4 -4- m" i z \f — i -h m 4 mi\sf — ) -4- m! 4 >4- m ,r i' :) \J — i -+- mi[ \ 

1 \ n ? n j 

en attribuant aux nombres entiers m, m( m!( m! lf les valeurs o, i, 

2 , .n — i. Mais si Ton suppose n premier et impair, on vcrra 
aisement qu’en supposant successivement 

! I 1=s £iV^T, \\~i\sj— i: I 2 = [^4^/—n-4, r 2 =fi.4/—i4-/ 2 ; 

J 3 = n 4 \J — i 4- |A' 4 -4- 4 /— 1, 13 = H- 4 v/— f ~H 4 -H 4 /— J; 

I* = h- 4 /— i -t- p' 4 ■+" ^4 /-1 ■+■ 4, li = 4 \/— 1 -+- (j.' ij-h f/ i z \J— 1 -h i \; 
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on pourra leur substituer les suivantes 


X — If) 

/ f. l\\ 

( m - j m—, 

\ n n 

il 

>-> 

r< 

II 

$ 

( 

m — } 
\ n 

1 S) . 

771—1 

n / 

i! 

x — Xo 

( 

M-, 
\ n 

nJ 

y = 

X = )v 0 

l h M 

m — 9 m — > 

\ n n j 

II 


i, i, 

m —-, m — 
tz n 


J, U 

!, — 5 77Z —^ 
7Z 71 

I, I' 

n n 

h. 


)• 


n 


T' 

7 ?lt± 


n 


en excluant la solution z&ro, et donnant a m les valeurs i, 2 , .. 
n — i et a p., p/, p" les valeurs o, i, 2 , .. n — i. 

Mais comme les integrales qui entrent dans les expressions 
de u et id ont 6l6 prises a la limite inferieure z^ro, on a 
a 0 (—w, — a , )=l 0 (u, id), X<(— w, —?/), d’ou il arrive 
que les n h — i solutions des equations (C) sont egales deux a deux ; 
et il suffira de prendre, dans les formules pr^c^dentes, m = i, 

a, 

Soit toujours f(x, y) une fonction rationnelle et sjm^trique 
de x et y; on etablira d’abord qu’en d^signant par I l’une des 
quantites I 1? L>,I 3 ,I 4 , par F la quantity correspondante au second 
argument, Texpression 



peut seramener, quel que soit le nombre entier k , a une fonction 
rationnelle de 7i)‘ ^ela r ^ su ^ te de ce q ue les 

radicaux A|\,^i, s’expriment eux-memes 

rationnellement en 1 0 (~, a, (—> — ), comme il est facile de le 
\n nJ \n n J 

voir d’apres ce qui a 6le dit plus haul. 

Cela pose, 1’expression 

s(«-u 




ou / est un entier quelconque, pouira £tre ramen^e A une fonction 
rationnelle et symetrique de \ {—> ~ 


hr-, r - 

\n n 


que je repre- 
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senterai, pour abreger, par <p et que Ton demontrei 

ment jouir de la propriete que 



quel que soit le nombre entier v. 

Done, donnant successivement a I et I' toutes les valeurs 
pondantes comprises dans les formules (D), on pourra cor 
une Equation enticement rationnelle, qui aura pour raci 

valeurs qui en rCulteront pour la fonction ?(-'-)• 

II est bien facile de voir que son degr6 sera le nombre 

„ . n h — i 

i + ?h- n 2 -|- n z =-: 

n — i 

ainsi, liquation de degr<§ — i) de laquelle depend Is 
mination d’une fonction rationnelle symCrique de 1 0 ^ 
a, ~ j , peut &tre dComposC en facteurs du degr<U 
au mojen des racines d’une Equation rationnelle du degr^ 

Les Equations de degr<$ ±(n — i) sont r6soluM.es par ra 
Pour le faire voir en peu de mots, soit p une racine primil 
rapport au nombre premier /i, on 6tablira d’abord que leurs 
peuvent Cre repr6sent6es par la formule 



en supposant k ~= o, i, 2 , ..— 3); et si l’on cons 
puissance de degr6 — 1 ) de P expression 



0 


ou0 est une racine de } —1 = 0 , on verra qu’elle p< 
ramende a une fonction rationnelle et symCrique de 1 0 ( 

\ fl, V\ que je representerai, pour abreger, par ^ 


£6 
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jouira, comme la fonction <p, de la propriety que 



Des lors on demontre ais^ment qu’on peut trouver une fonction 
rationnelle F (x) telle que, pour toutes les valeurs de I et F comprises 
dans les formules (D), on ait 



Or, connaissant la fonction on sail comment en deduirc Louies 
les racines de liquation proposee. 

Les considerations pr^c^dentes semblent pouvoir s’appliquer 
egalement aux autres classes des transcendantes nominees genera- 
lement par Legendre fonctions ultra-elliptiques; il est facile en 
effet de trouver les formules suivantes. Soit 


posons 




A (a?) = /[#( i — a?) (i 
0 * 0 ) = a*- 4 - .. -Hq*#”, 

Q/,(a?) dx. 




0) = f 

d0 


Uo=®Q(vQ)~h <3>oOi)H-. •3>oOA 
Ui= Oi(a? 0 ) H- 


U n — <& n (x o) -H *+■... -h ^n(^n)) 

et soit 

&0 ~ = ( Wo, Wj[j • ♦ • 3 W n 

( Wq, Wi, • • • 5 Un^)i 

.*. 3 

&n — 0) Mu • • ■, K«), 

on aura 


A.(^o) = 

A(«i) = 


flo(a7o) Si + 6i(a;o) Si 

Oo(a:i) 5i +6l(a?l) £j -h0 2 Oi) 






A (#/a) — 




dx n 

'ssr 


• 01 (#») 77^- H- Q*l(&7l) 


dx n 

du % 




dx n 

du n 
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Les fonctions 9 etant du degre n : on trouve aussi que les racincs 
de 1’equation du n ieme degre 


o 


Oo(>) 


dx/ c 

du 0 


Oi ( x) 


dxj x . 

diii 




dock 

diii 


"t“ * • ♦ "T"' Q;i(x) 


dx k 

du n 


sont les n fonctions x 0 , x K , x 2 , .. 

En cherchant a determiner directement le degre des equations 
relatives a la division des arguments dans les fonctions \ j’ai ete 
conduit a cette remarque, que liquation algebrique correspondante 
a liquation transcendante 

<t>(oc 0 ) -+- ^ (a! ) -4- 0(a 2 ) ~h.. .H- <I>(a rt ) = fx<£(a?) 


a ses coefficients rationnels en x , quel que soit le nombre entier jx; 
mais voici quelque chose de plus etendu. 

f ? OU F (x) eSl UU t)olv- 

0 iftiWl 

nomc entier du degre /n, 0(#) un autre polynome d’un degre 
< m ~ — 1 . Si l’on suppose n el m premiers entre cux, et si I’on 


faitv — ~(m — i)(ti — 1 ), on sait que la somme d\m nombre quel- 
con que de pareillcs integrates relatives aux variables x ) y, s, ... 
est reductible a une somme composee de v termes seulement, dont 
les arguments oc 0 , a*, ..., a v „< sont determines par les racines 
d’une equation du degre v, dont les coefficients sont rationnels 

cn *, y, ^ W*(J)l • • • • 

Or, si l 7 on fait x =y liquation correspondante a 

Fequation transcendante 


r 

Jo 


) 0 ( t ) dx 

VWWl 


I* a, 


0 ( x ) dx 


■0 

r“ v -‘ 0 (x)dx 
J 0 


V[F(*)*; 


J 0 


0(.r) r/.r 

Vi 


aura to us ses coefficients rationnels en x. 
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II. 

Paris, Aout 1844- 

La bonte avec laquelle vous avec accueilli mes premieres 
recherches sur les fonctions abeliennes m’engage a vous ecrire 
une seconde fois, pour vous sou me tire quelques nouveaux resul- 
tats auxquels j’ai 6l6 conduit par l^tude de vos Ouvrages, en 
essajant d’etendre aux transcendantes plus generates les princi- 
pales theories des fonctions elliptiques. Mon Travail m’a amen^, 
naturellement, a rechercher la demonstration de quelques-uns des 
theoremes que vous avez £nonc6s dans le Journal de M. Crelle; 
c’est aussi, Monsieur, ce dont je vous demanderai la permission de 
vous entretenir d’abo.rd; je m’occuperai surtout de l’expression de 

sinam(&, x) par sinam^? si importante pour la th^orie des 

fonctions elliptiques; mais je ne sais si j’aurai v^ritablement ren¬ 
contre les principes qui vous ont conduit a ce beau thioreme. 

En suivant vos notations, je nommerai &(.%) les deux 

fonctions qui donnent 

, , t E(r) 
s.nam (*)=__, 

el qui satisfont aux conditions 

e(ar-i-aiK') = _ e _ T 0( . r)j 
h- aK) =■ 0(a?), 

I H(arn- 

1 H(arH- 2 K) = — H(a?); 

et voici d’abord une remarque sur laquelle je me fonderai princi- 
palement. Soit $(x) une fonction dtfmie par liquation 

(*(x h- 2 iK') = — e~ T (X+Z ‘ K ' ) $(*.) 

et par la condition de peteiodicite 

(3) $(aM-4K) == $(#), 




on trouvera qu’en snpposant 



m 

e 


iKoc 

2K. 


les coefficients se d^terminent de la manure suivante : 

a 2{L ^ = (—i^oj 

de sorte qu’en employant les fonctions H et © on a 
<£(#) = AH(a?) + B0 (a?). 

Cela pos£, soient n un nombre premier, p im enticr compris 

__ ®JL2? 

entre oetn— i; faisons a = e ' et consid^rons la somme 


H(.r) 


H 


0(a:) 


—oc 


4K\ u / U 

X ■+■ -— H ( X h- 

n / , « V n 


8K\ 


/ 4 K \ " / 8K\ 

4(/?. l)K' 


H 

+ a n “ 1 


0 


X H~ 


4(*~ i)K 


nommons $(#) le numerateur et le d6nominateur, savoir : 

$o(*) = 6 (*)e(* + + ^ j... e ^ ; 

on d^duit sans peine de la propri6t£ fondamentale des ©, qui esl 
exprim^e par l’^galit^ (i), la condition 


<t>o(a? H- 2iW) = — e n lL {X ^ lK) 


et il est clair que l’on a 

= *«(*)• 

Or ces deux Equations peuvent &tre ramen^es aux Equations ( 2 ) 
et (3), de la mani&re suivante. Soit <f(x) une fonction d^finie par 
les deux conditions 

y(x -h 2iK[) = — e K i ^ xh " iK ^ et 4- 4K1) = f(x) : 
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K K 
facilement 


et. 




/iKi 

~K~ 


on aura, d’apres ce qui a ete dit tout a l’lieure, 

9(57) = A Hi (x) H- B 0i (a?), 

en designant par H* et les fonctions H et 0, dans lesquelles R 
et K 7 seraient supposes devenus Kj et K' ; posons ensuile 

n ~ et faisons x = z ; il viendra, comme on le voit 

Or ces Equations font voir que l’on aura 

*.(*)=«p (nr *) = a h, (^f *) + b e, (^x ), 

et comme la fonction <E> 0 est paire, il faut faire A = o et il vient 

. . _ ( n Ki \ 

<$ Q (x) = const. 0! f ) * 


Je passe actuellement au num^rateur designe par $(#). On 6ta- 
blit immediatement qu’il satisfait encore a l’equation 

(4) <t>(# H- 2 iK r ) = — e K (x+iR) <£(#), 

et Ton peut me me observer que chacun des n produiLs dont la 
somme le compose la verifie isobunent. On irouve ensuile, en desi- 
gnant par j un nombre entier, 

<f> [x -4- ~~ j — a ~j ^ (x ). 

Si done je pose 

__ i tc .r 

W(z) = e 

j’aurai 

D’ailleurs de liquation fondamentale (4) on tirera 

V(* + a *K') = - a - *^ TT W ( a?), 
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et en met tan t x — l\p— a la place de x, et faisant pour plus de 
clarty 

UJ* . / -V. \ — nr ( _ 4£»K \ 


^O) = W(af- 


on en deduit 


W t (x -f- 2 £K') — — e k 




Ainsi par cette transformation nous sommes enderement ramenes 
a l’equation (4). Mais on a la condition de periodicity 


iFi (W-I-j = W,(a?), 

done, en raisonnant comme plus haul, il viendra 

Faisons pour la suite nous aurons le thdoreme exprime 

par F enable 


par .1 egante 

sin am (a;) -+- a sin am (x -f 


a 2 sin am x •+• 


-4- a" --1 sin am x •+■ 


4 (n — i)K'l 




J’observe que le premier membre change de signe en augmen- 
tant x de 2 &; le nombre n ytant impair, il en est de m£me de 
la fonction H, ; d’ailleurs (j^J ne change pas; ainsi il faut 
laire B = o, et il vient 

/ 4K\ 4 . r 4(n — i)K~| 

smam ( x ) + asinamb+ J h- ... 4- a”- 1 sinam x H —-—-— 

vv / x , i K* \ 

= const, e K -—-- 

e '(S) 

/at , £K\\ 

x , i K, \ \ M r n J 


f x iK\ \ 

const, sin am l ^ H- Up ) 



%% 
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Je substitue maintenant aux fonctions 0 a periode reelle, les 

7U.r g 

fonctions analogues 5j(x) = e kKK 'S(x ), a la periode imagi- 
naire 4iK !; on trouve 


% (— e n 4KK ' @i (— 


de sorte qu’a un facteur constant pres, l’expression 




£ , i k; 


M 




6i 


se transforme en la suivante : 


M / 


2ri 


M 


-4i? 


i K\ 


(s) 


2p . 

ou l’exponentielle e K a disparu; ainsi il vient 


sinam(ar) h- a sinam ( a? 


; const, smam 


?) 


4-. 


0 L n ~ 1 sinam - 

i K \' 


4(n —x)K 


b 5 ] 


VM 




/"j?L . / n 

k;\ (m n 


Hi) 


Pour determiner la constante, je multiplie les deux membres par 
x — £K/, puis je fais x = fK/; en nommant x, x { les modules des 
fonctions K, K<, le terme sinam (x) qu’il j a seullieu de consid^rer 
dans le premier membre donne i; dans le second il suffit d’avoir 

la valeur de la deriv^e de S ’ ] ^^0? pour x = fK/. Or, on obtient 

sans peine pour resultat: ainsi on a Fegalite 


i . (i K' / i 

- = const, sin am —b ip - 
x v M 


Op / *K' ^ , *Ki \ 
' 1 ’ y/x7 2ri (o) 


M 

et l 7 on en tire apr£s quelques transformations faciles 

*i 5i(o) 


const. = 


Mx ^ 
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Nous voici de la sorte parvenus au theor^me exprime par 

l’egalite 


Mx 

*1 


sin am (or) ~h a sin am 


4K\ 

n ) 


-a'*- 1 sin am x - 


4(ft—QK / 


= sin am 




2ri 



n 1 


Je n’ai plus maintenant qu’a vous emprunter, Monsieur, la me- 
thode par laquelle vous etablissezles proprietes si remarquables de 
la fonction 

X( u ) = e ru *Q(u). 

En formant le produit 



£K' 


on aura A ~ et ^ on en deduit la formule sui- 


vante : 




J [ i - xf sin 2 am (5) sin 2 am j JJ, [i - *? sin 2 am (ip sin 2 am 


1 — 1 ) 


-An- 1) 


(*£*)] 


de laquelle decoule ainsi la demonstration de votre theor^me stir 
l’expression algebrique de sin am(#) par sinam j * 

La meth.ode precedente est fondee principalement sur ce carac- 
tere, digne de toute notre attention, de la fonction sinam(^), 
d’etre exprimable par le quotient de deux fonctions developpables 
en series, toujours convergentes, et qui restent les memes, ou ne 
font qu’acquerir un facteur commun, en augmentant 1’argument 
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de certaines quantites constantes. Tel est le lien si simple par 
lequel se trouve rattache, aux notions analytiques ylymentaires, 
1 7 ensemble des propria t^s caracteristiques de la nouvelle transcen- 
dante, qui ont leur source dans le principe de la double periode. 
Mais il est important d’abord d’observer, dans toute fonction 
rationnelle de sinam(a?), l’analogie des fonctions qui jouent les 
rdles de numerateur et de ddnominateur, avec les fonctions H et©. 
A cet effet, je considere la fonction homogene d’un degry quel- 
conque n : 

<P(x) = AH»(#) -+■ BH^- 1 Q(x) -K . .4- LE(x) 6"~i(x) 4- I 0'*(ar). 

On trouve bien facilement, d’apres chaque terme en particular, 

__n_ i% .. 

<£(a? -+- ‘2 i¥L’) = (— i) n e K 

on a d’ailleurs 

<P(x 4- 4 K) = <P(x ); 


ainsi dans ce cas g£n£ral, F expression analytique du caractere de 
la double periodicity se pry sente sous la meme forme que pour la 
fonction sinam(^). Introduisons aussi la fonction 


H'(^) 0(a?) — H(a?) 0'(rr), 


qui reprysente le numerateur de la dyrivye de —■ ; en la dysignant 
un instant par on aura sans peine 

_ *> LE (x /Tf') 

X(^4-2K) = — x(^)i = 65 ~ K xC^)' 

De la resulte que la fonction suivante 

(a) II(a?) = AH”0) 4- BH^” 1 (x) B(x) - 4 ...4- LH (x) @ n — 1 (x)~\~ I 0«(a?) 

4 ~[H'(^) 0 (^) — 

x [ A , H re “ 2 (a?) 4 - B'H 7i - 3 (a?) B(x) + 0^“ 2 (#)] 


donnera encore 

H(a? + 4K) = H(*), n(®H-aiK') = (— ( ' r+1 ’ K,i n(<r). 

Mais on ne pent pas satisfaire k ces deux Equations par une solu¬ 
tion plus gyndrale que la fonction dyfinie par liquation (a) qui 
renferme 2 n constantes arbitrages. 
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Supposons en effet 


n 


(-)=y 


i 7tx 
m --77- 

a m e 2K ; 


la seconde Equation donnera facilement 


d’ofi 


««+ in = (— i ) n a m q m + n , 
*m+*kn = (— I 


k 6tant un nombre en tier positif ou n^gatif. On voit par la que 
tous les coefficients s’obtiendront an mojen des quantity's a ( >, 
a 2 n-\ qui restent arbitral res. Si a la condition 

n(a?-h4K) = n(.r) 

on siibstitue la condition plus particuli&re 

JJ(x -h- 2 K) = — n(a?), 


tous les coefficients a indices pairs devront £tre nuls, cc qui r£duira 
a moiti£ le nombre des constantes arbitraires. 

Ainsi je consid&re 1’expression 

( xpr . . / \ 1 a? sin am (.r) „ . „ . _ 

sinam(a7) F[sin 2 am(a?)J- dx —"/[ sin2am ( a? )I» 


ou F (%) et f(sc) d^signent deux fonctions emigres, Tune du 
degr6 m, l’autre du degr<5 m — 1 ; je remplace sin am (x) par 

le num&rateur 

v/x 0 O) 


n(a?) = 0(^) 2W +1 


± 5J>) fTi 
v/x #(*0 L* 02 O)J 


1 K'(x)e(x) — H(x)e'(x) [~i H 2 0)"|) 

/x #*(*) y U 


y^rifiera les deux Equations 

n/ t/n -rr/ \ rr / *T/f\ — (2m -h 1) ~ {X H- / K') . 

D(#h- 2 K) = — II (a*), n(# -f- a&K ) =— e K H(a?) 

ind^pendamment des valeurs des coefficients au nombre de 
2 m •+■ i qu’il renferme; il en repr^sentera done la solution la plus 
g6n&rale. Mais, d’une autre part, je consid&re le produit des 
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2 7?? -b i facteurs 

H (# -+- ct \) H (# -t- «2) * • * H (# -+- ) H (# H- <^2/«-+-i) : 

il satisfait evidemment a ia premiere des equations precddentes, et 
Ton voit sans peine qu’il verifiera la seconde, en assujettissant les 
constantes a { , a 2: • . a 2m+i , a la seule condition 

a>i -H #2 ■+■ a 2m+l — ^ j 


j etant un nombre entier quelconque. En introduisant un factenr 
constant, on aura une nouvelle expression de la solution g^n^rale, 
dont la comparaison avec la premiere donne le th^oreme exprime 
par T6galite 

smam(#) F[sm 2 am(#)]-^- -/[ sin 2 am (#)] 


= const. 


E(x -i- ai) H(.r+flj)...H(a?4- ^m+i) 

02/tt-H ( x ) 


Ainsi nous obtenons, sous la forme trouvee par Abel , les pro¬ 
priety fondamentales des fonctions elliptiques relatives a 
Vaddition des arguments . 

Dans le cas le plus simple, celui de m = 1 , on aura 

r • « / v a ^ rfsinamf#) 

sin am# [sm 2 am (a?) 4 - A] — B-—- 

E(x -\-ct\ ) H(# -h ) H(# — a x — a 2 ) 

= const.-----• 

0 3 (#) 

Les coefficients A, B dependent des quantity a K et a 2y au mojen 
des deux equations qui expriment que le premier membre s’annule 
pour#~ — x = — < 7 . 0 . 

Si Ton suppose a { — — a*, on trouvera 


B = 0, A= — sin 2 am(«i), 

ce qui donnera 

sinam(#)[sin 2 am(#) — sin 2 am(a i )] = const.- - -@3^)-~ 

et par suite 

sin 2 am(#) — sm s am(ai) = const.-—~—-- 7 ? 

log[sin 2 am(#) —- sin a am(aj)] 

= const.-f-logH(# h- a t ) -hlogH(# — a t ) — 2 log 0 (#). 
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Cette derniere equation conduit a la th^orie des fonctions de 
troisieme esp£ce, en differentiant par rapport a a,, et int<%rani 
par rapport a x. 

Mais je reprends les deux equations 

no-+- 4K) = no), no -+- 2iK r ) = (- iy i e~ n "k *■*“* n(r), 

dont la solution g^n^rale est donn6e par F expression 


H(a?) = AIP'O) -H )©(^)-f-...-+-IB w (^) 

H- [H (ar)6(ar) — 

x [A'H^O)-*- B'H»- 3 0)©(«) + • F© w “ 2 (^)r* 


-/? ■ 


En faisant a = e n et 

=XI(a?)-Han^a7-i- -ha 2 H ^ ^ H-.. • 


-+- a ' 1 - 1 n jjr - 

on aura toujours la seconde Equation 


4 (n — 1 ) K 


mais de plus 
Posant done 


— n -=r Jf-Kil') „ . 4 

aiK') = (■—i)“e K ( I> 0 )> 
<I> (x -+- J = c 1 j O)- 


il viendra 


W(a?) = e 2K C I>0)' 


\ =W(a?), WOh--aiK')'■ K 
n ' 


in, wR' 

» Tlr+ .k)+p r?r(;f 


Je mets ik la place du facteur (— i)", e' u “, et je fais 

j’obtiendrai par la les deux Equations 

xiq ^x -h j = x F.j O)? ^ p i(ar -h 2 tK') = — e K ^i(^)* 

On aurait pu faire plus g^n^ralement 

WiO) = W ^x -+~ —p* 


(n — v)K QK'j 
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v designant un no mb re impair quelconque, etl’on serait arrive aux 
memes conditions. En faisanl 


i _ nli 

M “ ~K 


on trouvera, comme jel’ai deja etabli, que le noxnbre n soil impair 


ou pair, 




Nous voici done parvenu au th6or£me exprim £ par l’egalitd sui- 


vante : 

, . / 4K\ 8 

D(a7)-f-aII(a7M-- 4 - a 2 n ( x ~i— ; 


— ^ a n ~ l II H- - 


(n — i)K" 


r t - 2 £[ TT T os p£K'—(n—\ x , / ? d<'—(n-v)K'] 

/ .K « Ht |_ M + p - -] + 60 . [ M + .-J 


Sans m’arreter a la determination des constanles a, 6, il esl clair 
qu’en remplagant a successivement par toutes les racines de l’equa- 
tion binome x 11 = i, on en faisant p = o, i, 2 , .. ., n — i, on aura 
un systeme de n equations lindaires qui donneront 


^ p { fx piK f — (n - - 'OKI 

n ( * } = 2 / 2K j |_ M + £■ --J 

0 

7 ^ \ x pcli r ~~ (n — v ) K1) 

+ + f-- 0 — — Jj- 

Cette nouvelle expression de la foncLion II (x) conduit au develop- 
pementen serie de toute fonction rationnelle de sinam(^r) et de sa 
derivee. j^J’ai remarqud a ce sujet qu’en cherchant le ddveloppe- 
ment de la fonction 

7T.T 2 

2 r(a?) = e vKK ' 0 (a?), 

d’aprds celui de 

TC.27 , 1ZX 

0 ( x ) = r— 2q cos — h- 2 q k cos 2 - 

Jtv Jti. 

= !-+-> (—1)» I e K +e K J, 


. on arrivait au resultat suivant: 


2 r(a?) = e 4Kt ' ** 


00 p ^ 

-T, (-o-U™ 
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■rc.r* 

La fonction e 4KK ' H(x) donne de meme 


(— i)" (e 4 


- [.r-h (2/z +1) i K'] a [X— (2/2 H- lj 


iKV‘l \ 

) J 


La thdorie de la transforma lion decoule bien simplement des 
memes principes. Considerez, en eflet, la somme oula somme des 
produits 2 a 2 , 3 a 3, etc., ou le produit des n fonctions (n £tant 
impair) : 


H(£) 

0 ( x) 


H 



0 ( x -h 


4 K 


II x -\~ 


0 ( x ■+■ 


8K\ 

Ji J 

8K \ 

/i / 


II 

0 


e)(n — i)K - 


4 < // — i) K' 


Soient <E>< (#) le numerateur, <I> () (x) le denominateur : pour l’une 
cl pour Pautre de ccs deux fonctions on trouve les conditions 


<I>(# '2 iK f ) 


ire , 

— n~— (,r -|-1 lv,) 

e lv 


<I>(.r), 


<I> ( X H 



desquelles il resulte 

*11*) - A.! H, t) -I - U, 0, pip xj , 

«*<.(*) = A., II, (~r) i-15,,6, 


Or la fonction <&, ( x) sera pa ire ou impaire scion qu’elle sera rela¬ 
tive a une somme de produits d’un riombrc pair ou d’un nombre 
impair de fonctions. Dans le premier cas, on devra faire A,: • o, 
dans le second, B { = o; d’ailleurs pour d> 0 (*r) on a l ou jours A ( ,™: <>. 
De la resulte que la somme des produits 2 & a, 4 & 4? • • •? n — 1 
a n — 1 des quantities 


II(£) 

e(x)’ 


H 


0 


x -+- 


x -+- 


£K\ 

J} J 

?) 


4(> —*)K’ 




est constante, et qu’elles peuvent £lrc consid^r^es comme les 
racines d’une Equation du n ikme degrd, dont les coefficients sont 


des fonctions du premier degr6 de 




• On en conclut 
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P expression connue de cette derniere fonction, par une fonction 
rationnelle de Tune quelconque des quantites precedences, etc. 

Toutes cesproprietes, speciales a la fonction a double periode - > 

decoulent immediatement, comme on le voit, de Pequation de de¬ 
finition des fonctions H et 0 simplement periodiques; on peut 
meme remarquer la grande extension que regoit le d^veloppemenl 
en produit infini de sin am (#), qni a ete obtenu la premiere fois 
comme consequence des formules de transformation, au moyende 
Pegalite obtenue plus haul, savoir : 

, • o / v-i _ 

sin am (57) Ffsin 2 am (a?)]-^-/[sm 2 am(rr)J 


= const. 


H(.r + ai) H(.r H-tfg)- • -HCa? -+- a 2 m-+-1) 

02//H-l(#) 


Jusqu’a present, je n’ose point encore espdrer, Monsieur, d’appli- 
quer avec succes la m^lhode pr£c6denle a l’analyse des fonctions 
de deux variables a quatre periodes simultanees; ce sera done sous 
un autre point de vue que je vais essayer de lier en quelques 
points, par des r^sultats analogues, la th^orie des fonctions ah6- 
liennes et des fonctions elliptiques. Ainsi je prendrai les fonctions 
de troisieme espece, et sous la forme suivante : 

r r / ka A& \ dx / A a A b \ dy j 

J | \# — a x — bjkx \y — a, y — 6 ) ky ] ’ 


Pintegrale etant assujettie a s’^vanouir, lorsque bon fail a la fois 
x = o, y = 0 , Ax representant la racine carree du polynomc 
P\ x l -+- p»x- p z x z p 1{ x k -f- psx' 6 . Je la d^signerai par 
H( u, c, a, P), lorsqu’on y aura fait les substitutions x = l 0 (u, p), 
y = )h (u, p), les nouvelles variables u et v ^tant comme a Pordi- 
naire 



et de meme a = X 0 (a, P)> b = X { (a, P). On aura alors les expres¬ 
sions suivantes des coefficients diflerentiels 


dn x-+-y — a A _ a? -h r — b 

du ( a — x)(a—y) (t — x)(b—y) 

dll _ l±a A6 

do ~~ (a — x)(a — y) {0 — %){b —y )’ 
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J’introduirai pareillement les variables u et p dans les fonctions de 
seconde espece, savoir : 


r / . 7*2 dor 

J V Ai 


y 2 dy 

A y 


et 


/( 


.7* 3 dx 
Lx 


/’ 


dies deviendront respectivemenl 



Xj) do 


X 0 Xi Jm], 



a?) dv •- X 0 Xi(X 0 -!- d ) afo]. 


Gela posy, la premiere ytant d^sign^e pour un instant par (u, p),, 
et la seconde par (*/, p) 2 , je ferai 


p) = 2 J p 4 (M, p)i-H p) 2 et E 2 (m, p ) = p$( u, p)j; 

on aura alors le thior&me exprimy par legality suivante : 


(i) 2 nfa, a, P)~ 2 n(a, (3, u, p) 

= Pz(ccv — (J m) h- aEj (w, p)h- pE 2 (tf, p) — mE^oc, ( 3 ) — pE s (a, (J), 

de laquelle se tirent les valeurs des fonctions completes. Prenons 
en efFet pour u et p deux demi-p^riodes simultan^es i, /, les va¬ 
leurs correspondanles de x et y donneront A(x) — o, A (y) ~~ o ; 
ainsi l’on aura 


alttf,/, a, p)“/? 3 (ay--Pi)-+- aE i^‘ j y)^-| 3E 2 (' hj) — i Et(a, (3)— y E*(a, P). 

On remarque sur cette expression un singulier genre de disconti¬ 
nuity de la fonction II. En effet, les arguments u, p, ytant quel- 
conques, il est hors de doute qne Ton peut, sans altder sa valeur, 
ajouter les p^riodes simultanyes aux arguments a, j3; mais si l’on 
suppose u = i, p ==/, la fonction deviendra uniquement pyriodique 
pour ces indices; c’esl ce que Ton vyrifie aisyment sur la valeur 
prycedente. 

Legality (i) peut £tre transformye en une autre plus simple. 
Posons 

Z t (u, p) = E 1 (u, p) — Aw — Bp, Z 2 (k, p) -= E 2 ( h, p) — A'u — B'v 

et dyterminons A, B, A', B', par les conditions 

Ai h- By =Ej(t,y), Ai'h- B/ = Ei(i',/), 

A'i -h B'y = E 2 (i, j ), A'i'-h By = E 2 (7', /), 



i»2 
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i', f designant deux autres demi-periodes simultandes. Faisons en 
outre 

v, a, P) = 2n(«, e, a, | 3 )-4-£ 4 Z,(a, P)-hpZ.(a, ( 3 j — c(ocp — p«), 
c etant une constante dont la valeur est c = p 3 -+- B — A', il viendra 


,2) $(u, e, a, P; — 4 >(a, P, u, v) = — e(ap — 0 u). 

Dans le theoreme exprime par cette egalite, la fonclion <$, comme 
il est aise de voir, jouira de la propridtd que 

e^ -%j, a, p) = $(u, p, a, p), 

$(«-+- 2j', p-t- 2 /, a, p) = $(«, v, a, pl¬ 


ains! on obtiendrait une fonction sdparement pdriodique en u et 
en p, en prenant 


T(», r, a, P) = <f> 


iu -f~ i'p 

TT 


./m 

7T 


a, 


p )- 


Peut-etre cela conduira-t-il a un developpement de la fonclion \F 

de la forme ('«»+«*'). J’ai remarque a ce sujel que, le 

theoreme d’Abel permetlant d’exprimer algebriquemcnl 


. fiu.-hi'v ju-hfv 

M - J ■-:- 

\ 7T 'll 


, / w/, p /u •+■ /' r \ 

A 1 ---, '-:- , 

\ 7T TU / 


au moyen de 


>•<!•?)• >■■($■?)• •• ».(?”?)• *•(?•■?)• 


on obtenait un nouveau genre de reduction des fonclions de deux 
variables a des fonctions algebriques de fonctions d’une variable, 
parfaitement analogue a celui que vous m’avez fait, Monsieur' 
1 honneur de m’ecrire; mais ce cas particulier, auquel j’ai etc 
ainsi amene, ne m’a point sembl<§ moins difficile a trailer que le cas 
general. 

Quoi qu’il en soit, le thdortme d’Abel donnera, pour l’addition 
des arguments dans la fonction II, l’egalild 


U( u -+- u\ P p' ; a, p) 

= n(n, p, CL, P)-Hn(a', p', a, P)-t-Iog/(a, p, u\ p', a. 


P). 
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el Ton aura de meme ( 1 ) 

(3) <I>( u h- u.\ p 4 p', a, (3) 

= c £(>, r, a, P)4 -<Km', <4 a, P)H-log/(**, r, u\ p' ; a, [3). 

L’egalite (a), au mojen de laquellc on pent faire becliange siraul- 
tane des arguments ?/, v el a, p, nous donnera le theoreme corres- 
pondant : 

4>(a, (3, it 4 u\ r 4 c') 

= C K«, P» w, 4 -+- ^(*1 P> *4 ) ■+■ log/(w, ?4 4 a , P), 

auquel on pourrait arriver aussi par uno voie directe. CeJa pose, jo 
mets dans Teqnation (3), a la place de it, u f , r, v* rcspectivement, 
i 4- //, i 4- it!, j 4- j + il vicndra 

<I> (' a -f- it- H- A ij P 4 e' 4 2y, «, (3 ) 

= <l>(u -hi, P+y, a, (3)4 f D(z4'4 /, p' 4./, a, (3) 

, 4 log/(w 4 /, p 4y\ m' 4 *, e'4y, a, p), 

ou bien 

d>( ^ H~ a\ P 4- p f , a, P) 

= <l>(u 4 i, p 4y, a, P) 4- <!>(>/ 4- i, r'4y, a, p) 

4 log/( m 4 p 4./, w'4 i\ e'4./\ a, P). 

Cela ctant, je fais cl= u — it 1 , (3 = r — 4, ce qui donnc 

u 4 u\ P 4 p', — 4, P — p') 

= <I>( a 4 i, p 4y, it. — it', p — r') 4 <I>(zz r 4 /, p'4 j, u — u! , p — c r ) 
4 log/( it 4 P 47, u’ 4 2, p'-r-y, II. — it', P — p'). 

Je change ensuile u\ 4 en — 4, — 4. Comine la fonction <I> 
change de signc avec les deux arguments //, r, lc lerme 
4- j\ ...) pourra s’ecrirc —<E>( u 1 — i, 4— j\ ...), 
el, en ajoutant aux deux premiers arguments leurs periodes a/, 
<aj\ — €>(?//-(- 2 , 44-j, ...), de sorte qu’il vicndra 

C I>( a — u\ p — e', u 4 u r , c 4 p') 

= <f>( u 4 i, p 4 j, ti 4 u\ e 4 p') — C I>(^' 4 i , p 4-y, u 4 u' } p 4 v') 
4 log/( u 4 i, p 4y, i — *4 / — p', « 4 a', p 4 p')- 

En ajoutant membre a membre les deux derni^res ^galitds, el 


(!) La fonction designee ici par/ est le carr£ de la prdcMente. 
IJ. - I. 


E. P. 
3 
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developpant dans le second membre par le theoreme sur l’addilion 
des deux derniers arguments, il viendra 

<l>( w + uv -h r', a — u\ p — v') H- <*>( u — id, p — p', u u\ p + (>') 

= 2<t>(>-W, P+y, ih p'H- y\ w' ? p') -b fonct. log c . 

Enfin, si I’on applique au premier membre le theoreme 

<t> 0 , p, a, p) — $(a, ( 3 , k, p) =— c(ap — p m), 

on obtiendra Tegalite 

<£(« -b w', p -b P r , M — u\ V — v') 

— i, v+j, u, ?) — $>(«'-+-*> p'-b./, u', p') 

— c(uv' — id v) h- une fonct. log c , 


par laquelle la reduction des fonctions elliptiques de Lroisieme 
espece est etendue aux fonctions abdliennes. 

Mais j’ai entrevu un autre genre de demonstration, fondce sur 
des considerations toutes differentes, et dont je vais essajer de 
donner l’idee en l’appliquant aux fonctions elliptiques. 

Soit, comme a l’ordinaire, 


posons 


a O) = /L(i — « s )(i — **»*)]; 

_ r x A (a)dx 


on trouvera facilement 


■ a) A (x) 


if \ dz r x 2 — a 2 A(a? 

A(a)^-=x 2 / ———— dx -— 

da J ±{x) x — 


) 


et, en differentiant de nouveau par rapport a a , 
dz\ 

da) r x dx A (a?) 

Jo 


d I A (a) 


da 


ITailleurs on a immediatement 


Aa? {x — a ) 2 a 2 


A(\r) 


dz __ A (a) 
dx x — a ’ 




clx 


__ &(a ) . 

(x-ay-’ 


on en conclut cette equation 

4 A(a?) £] 


d\^ a )~] 


da 


M«)= ■ 


dx 


A(a?) — iavd- A(a) T 

J 0 


dx 

a O) 
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En prenant pour variables independantes les arguments £ el a des 
functions 


tf*=sinam(£), a = sinam(a), 
et mettant A [am (a)] an lieu dc A [sin am (a)], il viendra 


d 2 z dr- z A[am(oc)l 

S? = W ~ *** « s,na,n( ‘> *t am < a >] + si n*axia(«) ’ 


Soil 

E(a) = f sin 2 am (a ) 


) dot el 


■JEW-/, 


doL 


sinam(a) 


on aura 


d 2 u „ d 2 u 

![& ~ W’ 


done i( = F(a + J)+/(a-(). 


Considdrons done l’egalitd 


»=f -r 

Jo S1 


A [am (a)] d\ 


0 sin am (£) — sinam(a) 
dot 


-x 2 £E(a) 


sin am(a) 

En faisant £ = o, on a 


F(a-+-5)H-/(a-{). 


F(., +/<■)-/ 5^; 


■ h; 


on irouverail de meme, pour a = o, 

f(o +/(-$)= r 

' 47 J sinam(5) 

done 

F ( a ) ■+-/(«) = F(») ■+■/(—«) ou /( a ) =/(~" a )- 


Je m’arr^le un inslanl a cellc re marque; car, sans aller plus loin, 
onpeut tirer de la les ihdortuncs fond amen la ux des fonclions ellip- 
liques. En effel, en diffdrentianl par rapport k £, il vienl 


A[am (a)] 

sinam(£) — sin am (a) 


+ x*E(a) = F'(aH-^ 


Faisant successivemcnl £ = 4- <?, !; = x — ct, el retranclianl on 

oblient Fdgalitd 

A [am (a)]_ A[am(a)] _ 

sinam(# -4- a) — sinam(a) sinam(^ — a) — sinam(a) 

= F'(a -h x ■+■ a) — F'( a -f- a? — a) —/'(a — oc — a) -\~f (a — x a)* 
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Or la fonction f'(x) etant impaire, on voil immediatemenl que le 
second membre est symelrique par rapport a ^ eta; on aura done. 

A [am (a)] _ A[am (a)] _ 

sin am (a? a) — sin a in (a) sin am (3* — a) — sin am (a ) 

A [am(a?)] A[am(,r)] 

sinam(a H- a) — sin am (a?) sinam(a — a) —sinam( 37 j 

De la se lire le theoreme d’Euler sur Faddition des fonclions ellip- 
liques. Soit en effet a = o, on aura 

i 1 

sin am (x -+- a) sin am {x — a) 

__ A [am (a?)] A [am (a?)] 

sin am (a) — sin am (a?) sinam(a) -+- sinam(a?) 

_ 2 sin am (a) A [am (a?)] 

sin 2 am («) — sin 2 am (a?) ’ 

et permutant x el a 

r i __ 2 sin am (2?) A [am (a)] 

sin am (x -+- a) sin am (x — a) ~ sin 2 am (x) — sin 2 am(a)’ 

done, en ajoulant membre a membre 

i __ sin am (a?) A[am(a)] — sin am (a) A [am (a?)] . 

sinam(a 7 -+- cc) sin 2 am (a?) — sin 2 am(a) 9 

ce qui se ramene sans difficulle a la formulc connue. De la memo 
source on lire encore le theoreme sur Faddition des arguments dans 
la fonction de Lroisieme espece, en operant ainsi que je Fai fail 
dans une lettre adressee a M. Liouville, imprimee deja dans los 
Comptes rendiiSj et qui paraitra de nouveau dans le prochain 
numdro du Journal de Mathematiques. II ne serait pas difficile 
d’arriver ala forme que vous prenez ordinairement, Monsieur, pour 
les fonctions de lroisieme espece; il suffirait pour cela de partir de 
la formule suivante, que ] ? on demonlrerait comme precedem- 
ment; savoir, i etant une quelconque des quantiles qui donnent 
sin am (u + i) — sin a in (u — i) : 

_ A[am(« + f)] _ A[am,(a'+ O] 

sin am (x 4 - a) — sin am (an- L) sin am (a? — a) — sin am (a-b i) 

= _ A [am (a? h- i)] _ A[am(.r+ Q] _ 

sin am (a -ha) — sin am (x -hi) sin am (a — a) — sin am (x i) ’ 

et de prendre i tel crue - — J -~— = o. 

1 1 sin am (i) 
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Mais je reviens a 1 ’egalile 


Jo sin 


A[am(a)] 
am(J) — sin am( 


D - F <--8+/(—tl- 


Changeons a en — a, puis relranchons membrc a membre, 
viendra 



gsin am (a) A [am (a)] d\ 
sin 2 am(|)— sin 2 am(a) ' ? ' 

: F(a H- £) 4-/(a - 5) - F($ - a)-/(- 5- a). 


il 


Le second membre pourra encore evidemmenl &ire rcpr^senle par 
F(a + £) + f (a — £), cl pnisque le premier s’annulc pour £ = o 7 
et a = 0, par F(^-f a) — F(i* — a), F 6 lanl une fonclion paire. 
Pour la ddlennincr, diflerenlions par rapport a puis faisons 
ij = o, il vicndra 


aF'(«) r-r — 


a sin am (a ) A f am (a) ] 
sin 2 am(a) 


4- *v/ 2 E(a), 


d’ou, en posanl Z(a) = y E(a) da. : 

F(a) ~ — £ log sin 2 am (a) 4- x 2 Z(a); 


i! vienl done ccllc egalil.e 

2 sin am(a) A [am(a)J d\ 
J Q sin 2 am(£)— sin 2 am (a) 

= —ax 2 5E(a) 


iw sin2am , (4 

1 °sin 2 am(£* 


■«) 


•a) 




do laqnelle sc conclul. sans peine lout le resle do cello recherche. 
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FONCTIONS ABELIENNES 

OIJ BLTR A-ELLIPTIQUES<' >. 


Memoires presentes par divers Savants etrangers 
d V Academic des Sciences, Tome X. 


L’objet principal du premier Memoire d’Abel sur la theorie 
des fonctions elliptiques est la resolution des equations relatives 
a leur division en parties egales. Le beau rdsultat auquel il est 
parvenu, savoir, que cette resolution est toujours possible a l’aidc 
de radicaux, en supposant connue la division de la fonction com¬ 
plete, peut etre etendu aux transcendanlcs d’ordre plus dlevd 
nommees par Legendre fonctions ultra-elliptiques, au mojen des 
nouveaux principes sur lesquels M. Jacobi a fonde leur theorie. 

C’est ce qu’on va essajer de faire voir, en considdrant d’abord 
les transcendantes qui sont l’objet du Memoire intitule : De func - 
tiombus quadrupliciter periodicis quibus theoria transcenden- 
tium Abelianarum innititur {Journal de Crelle, t. 13, p. 55). 

I. 

Soit 

A(#) = v/a?(i' — J?)(i — i ? !^)(i” J Pi^)(i — p(x j : 
considerez les fonctions % ely determinees par les deux equations 
r x (a+$x)dx f y (a+ (3 y)dy _ 

Jo a O) J 0 A (r) ’ 

f x (*'-$’x)dx i r r (^+£rHx_,/ 

Jo a O) J 0 a O) 


l 1 ) Ce Memoire est sign6 de M. Iiermite, 61eve de l’Ecole Polytechnique. 

E. P. 



r umj ji jiv/xiio vu uuxxxiV”XiJLjjjii'iiyLiJc-o. 




Ct soil 

X = X 0 (u, U r ), y=z\ l (u,U r ). 

La propriete fondamentale de ces fonctions de deux variables 
consisle en ce que les quanlites 

Xq ( U —r- P, u' —r~ P ; )j X^ ( U -f~ P , ll r —j- P^ ) 

sont les racines d’une Equation du second degre, dont les coeffi¬ 
cients sont des fonclions rationnelles de 


XoO, u’), A l>0<>, w')]> A Ol(«> M # )]i 

X 0 (p, p'), X t (p, p’), A [X 0 ( p, p')L A l>i(^ Ji¬ 


ll en r^sulte que, quel que soit le nombre entier n, les deux 
fonctions 


\o(nu, nii'), Xi(/im, nu') 


seront pareillement les racines d’une Equation du second degre a 
coefficients rationnels en 


X 0 (w, It'), Xt(M, u 1 ), A[X 0 (m, &')], A[Xt(M, m')]. 


Cela fait voir que, par la resolution de deux equations alg6- 
briques, on pourra determiner inversement 


par 


Xo( u, U f ) ct Xj ( It, It') 

X 0 (nu, nu ') et \ 1 (nu, nu'). 


Representons, pour abreger, par x n ely n les fonctions relatives 
aux arguments multiples m/, nu f , ct soit 




l’equation qui sert a les determiner, au mojen de x et y\ j’ai 
irouve qu’on pouvait mettre les coefficients sous la forme 


p + QaWa(j), 


en designant par P et Q des fonctions rationnelles de x el y; mais 
cette remarque n’est pas essentielle pour ce qui va suivre. Jepar- 
tirai de ce que les racines simultanees des equations 

j Utf*H-U'a?A-hU'=o, 

I U/i + U'/^U'^o 


(0 
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sont donnees, d’apres M. Jacobi, par les formules suivanles, ou 
Ton a 


,o 

*1 = a / , r 


>1 


(a -h $x) dx 


v/— i AO) 


. __ r { (cc H- (3/r) dx 

2 ~ V 0 A (>) 


— 2 r p * ^ 

d i. \J — i A(a?) 




(3 5?) r/.r 


Vi 


'y A (a:) 
Pi 


e = 2 r° (£±j 

1 J_„ 


(V-+- 

y/— i A (a?) 


^ = 2 


/ 


(a'(BX-r)rfa? 


AO) 


*3 = 2 


rp\ (u r -+- $'&) dx 

h 7^Ta 




/—-i A (a?) 


savoir 


r^tlfidx. 

’ Vj A(^) * 

” / J 3 


= X. 


m i x \f~ l _(_ m 'i 9 m "i J — i -|— , mJ — i H~ m*i\ H~ \I — H -m 

o \ «H-—-a-■— , u'-\ - L — -=-—- 


. *) f „ , m i\ \/—~ t -4- Jn’u -4- jri'iz /—T -I- , m J — i-b m'i{, -+- \f —• i - 

-All -1-, U -4-—-=-AJl- 

\ * n n 


en aitribuant aux nombres entiei's m, m r , ?n\ m ,If 7 les valours o, 

I, 2, 71 i. 

Voici maintenant le theoreme sur lequel repose leur resolu- 
lion. Soil f(x, y) une fonction ralionnellc elsymetrique de x el y. 
Pi c h r -> s quatre racines de l’equalion binome t n = i. Faisons, pour 
abr^ger, 

I = nii\ y/ i ~ 4 - in'i 2 -+- 7 ii ,r y/-~ i - 4 - ni! u £4, 

I = 771 \J I ~f- 7 )l' i .2 -+- 7)1 " i 3 \J — I TJX 1 ’ ir { , 

on aura 


re—1 71 — 1 71—1 71 — 1 


u '+n)’ ^(“-O u'y T y pmqm - rm ^ 

0 0 0 0 ' J 

: y/A -4- B A[A 0 (/i&, tiu 1 )] -4-C A[Xi(/im, nu,')\-\- DA[X 0 (rtw, nu’)\ A[Xi {nu, nit') J, 


A, B, C, D, etant des fonclions ralionnelles de X: 0 (/im, nu f ), 
*ki(nu, nu f ). 

Le premier membre peut d’abord etre ramen^ a une fonction 
lationnelle de X 0 (&, u') ) w'), contenant d’ailleurs des quan- 

likes relatives aux arguments multiples. En effet, d’apres la pro- 



FONCTIONS ABELIENNES OU U L T R A - E L LI FT I Q U JLS . 4* 

priele fondamcnlale des fonctions X, le Lerme general 

f [ X ° ("' 7i’ u ' Ti)’ Xl (“ 7 j’ " /+ !l)] 

pourra elrc exprime ralionnellemenl on fonclion de 

1q(u, if/), (cf, u'), A[X 0 (k, zt')], A[X a (zz, a')} 

el des quantiles analogues relatives a la division des indices : or, 
on trouve aisement les formnles 


A(a-) — ( a -I- [J a?) 

A( r) = (a + 

desquclles il resullc quo les radicanx 

AfX 0 ( u, A[X a (zZ, Zz')) 

s’exprimeronl eux-memes rationncllcment enX 0 (^, a f ) clX< («, u 1 ), 
car, en faisanl disparaitre les irrationnelles des equations, puis 
les diflerentiant successivement par rapport a a el w 7 , on ob- 
liendra les d^riv6es parti ell os en fonclion ralionnelle de X 0 (iy, it') 
el X { (u, u!). 

Repr^senlons pour un inslant ce premier nombre par cp(^, a')] 
on demontrera aiscSmcnl, ati moyen des proprietds relatives a la 
periodicity des fonctions X, l’dgalile suivante 

hi\ 1!— 1 -+- It 1 i<n H— I\ U 1 ;j \f — 1 -f- It ii t / hi* \/-—1 —!- /r z.iH™ h ,r i'» \J —1 ~j — k m i/t 
n n, 

— p-kq-k' (u, u r ), 

quels que soient les entiers /i, A 7 , /c 7/ , k /u . 

En l’ylevanl a la puissance n, on oblient done unc fonclion ra¬ 
lionnelle deX 0 (w, m 7 ), X<(«, u r ), qui ne change point cn substi- 
tuant k ces quantiles deux autres quelconques des racines simul- 
tan^es des Equations proposyes. II r^sulte de la, el de la ihyorie 
des fonctions sym^triqties des racines d’un systyme d’^quations k 
plusieurs inconnues, que cette fonction pourra ytre dytermin^e 
rationnellement par les coefficients des Equations proposes. ' 
Mais comme il a 6l6 introduit prycydemment les dyrivyes par- 



4a 


OEUVRES DE CHARLES IIERMITE. 


lielles de \(nu, \ { ( nu , nu'), on pourra les eliminer par les 

formules suivantes 


ni 0 / v dx 


y — cc 




_ b(y) 

du x —y 


(a'H- P», 

(«'•+• P'*), 




appliqu^es, bien entendu, aux quantiles x n ,y n . 

II suffit maintenant, pour achever la demonstration du tli<$o- 
reme 6nonc^, d’observer que toute fonction ralionnelle des deux 
radicaux 

A[X 0 (tui, nit!)]) AfX^raw, nu 1 )] 


peut etre mise sous la forme 

A-h BA[X 0 (t 2 w 3 nu 1 )] h-DA[X 0 (/iw, nu’)] L[l 1 (nu ) nu'j\. 

En supposant successivemenl 

f(x,y) = x->ry et f(x,y) = xy, 


le theoreme precedent donnera, exprim^s par une somme de 
n h — i radicaux ti™ 6 ®, les coefficients d’une equation du second 
degre, dont les racines d^termineront, en derni&re analyse, celles 
des equations proposees. On le verra facilement, en consid&ranl 
le sysl^me des Equations lindaires qu’on obliendrait en altribuant 
a p, q, r, s : leurs diverses valeurs. J’ajouterai ici, mais sans m’ar- 
reter a le d£monlrer, que les /?'■—i radicaux dont je viens dc 
parler peuvent s’exprimer rationnellemcnt par quatre d’entre eux. 


II. 


Pour obtenir la division des indices, faisons 


nu — k i i sf — i k' i*2 * 4 - k’ \f—-~v -j- k" , 

nu'= ki\ \J — i 4- k'd ~h k"i\ \/~i h- k'" i\ ; 

on aura 


&n = o, y tl = o, 
et les equations a resoudre seront 


(a) 


U' = o, 


U" = o. 
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Leurs racines seront donnees par les formules 


l m h y /— 1 h -+• 4 \J — 1 -1- ni"' 4 ni i\ \f — 1+ m’ 4 -I- m" i' z \J — i 4- tri" i\\ 

0 V ri 3 n ) 


__ \ f mix y 7 — i 4- m’ 4 -+- in" 4 \J —1 + m" r 4 mi\ / — n- in' 4 4 - m" 4 \J— i 4- in'” i\ 


/ = * i 


en attribuant aux nombres m , m l , m", les valeurs o, i, 2, 
n — 1; mais si Von suppose le nombre n premier el si Ton fail 

1 f i = /—1, 

Jo = mix \J — 1 4 ~* 4 3 

13 ^ mil —(— in' 4-j- 4 \J — 1 ? 

14 = mil i/~i+ in’ 4 4- m'' 4 V 7 — 1 4 > 

*i= 4 V— 1, 

1 2 = v/— i 4- 
I 3 = mt'j v/~ 1 -H ^ 4 4 V 7 — T ; 

1 4 = /m'j /-i + wi'4 ^ m " h V 7 — 1 "!•“ 4 1 



il est aise de voir qu’on pent les remplaccr par les suivanles 


* = X ° 44 > 4 )’ 
* =x ° 44 >4)’ 

* ==X# ( |1 ^ > 4 )’ 

* = x# 4 »’ ^)’ 


J/ = Xi 44 ^tt)’ 

~ K=X ‘44 '‘■'n)’ 

^ = X '44 ^n)’ 


en supposanla m, m f , m f/ , les valeurs o, i ? 2, .n —1 el a pi, 
les valeurs 1, a, 3 , ..n — 1. 

Cependant, si l’on observe que 

X 0 (— u, — u r ) = X 0 (a, u r ), 

Xi(— u, — u') = Xj(m, a'), 

commc on peul aisdmenl lc demontrer, on verra qu’il suffit de 
faire 

n — 1 


I j. == 1 , 2 j .. . 


2 




OEUVRES DE CHARLES 1IERMITE. 

conjoinlement avec les autres valeurs de m, m>, m"; car, passe 
ferait plus cjuc reproduire les valeurs deja 


le terme -—- ? on ne 


obtenues. 

Gela pose, soienl ? une racine primitive, par rapport an nombre 
premier n, I, 1‘une queleonquc des quantites comprises dans la 
formule mi, v /=7 +m'i a + m"h i + V la quantity cor- 

respondanle relative a l’argument u ! , elf(z, y) une fonction ra- 
tionnelle et svmetrique de x et y, considerez l’expression 


nnetrique 

l (n-1,-1 


*• 1 ) 


2, 

0 

i ; le terme general pourra s’exprimer 


ou 6 est une racine de t n { 
rationnellement en 


, /i i” 
n n 


i r 


et 




Or, on a vu precedemment que, pour toule valeur des arguments 
u et ?/, les radicaux 

A[), 0 (W, W')l, U')\ 

s’expriment rationnellemenl au moyen de 

l 0 (ll, //'), Xj ( «/, U* ) 

et des quantites relatives aux arguments multiples; ainsi, on 
pourra transformer Pexpression (4) en une fonction rationnelle 

et svmetrique de A 0 \ que je repr^senlcrai, pour 

i r\ 


abreger, par z , — y 
Or, si dans Tegalite 


4 {n — 1 ) - 1 


-M)- 2 . /[ 


X 0 ( p* - 9 0 k ~ )} A 

' n 1 


, 1 , v 
i p/. _ , p/c _ 

' 1 n r n 


] O', 


°n remplace I et T par o h l et p^F, on trouvera ais^ment 
I 


ph _ , p, 

n r 


=0-* ? p, - 

n / 1 \ n n 
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Cela pose, comme le nombre o h equivaut, suivant le module /?, 
a un nombre quelconque p pour une valeur convenable de A, cn 
faisant 




on aura 



I 

— 3 

n 


nj 


Si done on donne a I el 1/ toutes les valeui's correspondanles 
comprises dans les formules (3), en altribuanl a m, m 1 , m! r les 
valeurs 

<>, i, . . ., n — i, 


on pourra former une Equation donl les racines seront les valeurs 
eorrespondanlcs de la fonclion el donl les coefficients seronl, 
des fonclions ralionnelles de eeux des equations proposers. II esl 
bien facile de voir, d’apres les expressions (3), quo son degre sera 
i -h n -h n 2 4 - ; or, il suflira d’en connailve une seule racine 

pour resoudre les equations ( 2 ). 

En effel, si nous considerons une de ces racincs, el si nous la 
designons par (0) pour rappeler qu’ellc depend de la quantile 0 
qui entre dans Fexpression (/[), on aura 


( 0 ) 


,(/* —1) 


- 2 /[‘ 


1 

1 n 




d’ou, en subsliluanl successivemenl a 0 toutes les racines de 

x* =i,0, O', 0", ..O'- 2 -I, i, etajoulantmembre a membre 

les equations resultantes 



■1 1 _1 

= ( 0 ) 5 ' n • 1) + ( 6')* 1 '"" 11 -+- ( 0 ')»~ 


1 


. . . H- (i ) 2 


{*-*). 

3 


done, en faisant /(#, y) = x -f-y, puis f(%, y) = xy, on con- 
nailra par la les coefficients d’une ^quaLion du second degr6 dont 
les racincs delerminenl, cn dernierc analyse, celle des equations 
proposees. 



III. 


Dcs considerations loutes semblables aux precedences s’appli- 
qucnlaux aulres classes des fonctions ultra-elliptiques, el ilsuffira, 
pour le faire voir, d’etablir les formules suivantes. 

Soil. 

\(X)= — 57) (l — p\X). . .(l~pln+ i#), 

§k(x) = a-+• YA -^ 2 -+“• ..-+•*)/»•#"■ 

Posons 


" o 


-2.r 


0 o (a?) 
o 


u t 


u * = 2»£ 


- M ' 

7 ‘ 0 n (x)dr 
*0) 


0| (x)dx 
L(x) 


el consid^rons, d’apr&s M. Jacobi, x Q , . . ., x n: comme deter¬ 
mines par ces Equations en fonction de z/ 0 , u { , . . u /n de sorlc 
qu’on ait 


•'*■<> = X 0 ( U Q , u u 1 l n ), X x = A 1 ( Wo, Wi, .. u a ), 

Xri == M!, . *<«)• 


Lin les dilTdrentiant, par rapport a m 0 , il viendra 



0o(fA) 


o 





Oi (#/,) 

/i cLu,q AO/i) ’ 


o 



fffA 0/)Ov,) 

a <&to ) ’ 


0 


el si on les ajoule apres les avoir respectivemenl multiplies, a 
parlir de la seconde, par des quantiles t. 2 , .. t /l: telles quo 


^0 ( ^1 ) H- ^2 ^2 (•'Tl ) '"+* • . .- 4 - t n § n (a?i ) = o, 

0 o ( 3 ?-2 ) ~r~ 1 1 ^ -+- ^2 ^2 ( ^2 ) "+"••• H” t n 0 /j ( #2 ) — O, 

^0 "+“ ^-2 0*2 (#«) + • • • -+- t rl § n (x n ) = O j 

on irouvera, en faisant, pour abr^ger, 


D — 0 o (a?o) -+■ ^i0i(^o) -+■ ^2 02 (*^o) • • • ■+•//* 0 «(•'Z'u) ? 

dx 0 __ AQp) 

~~ D 
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et il est bien aise de voir qu’en diflerenliant par rapport a 
u. 2y . u n , on aiirail d’une maniere semblable 

dx o _ tiA(cc n ) dx 0 __ t 2 &(x o) £&r 0 _ t n , A(a? 0 ) 

afox D ’ D ? * D 

Ces formules font d’abord voir comment le radical A(# 0 ) s’ex- 
prime rationnellement par bane cpielconque des derivees par- 
tielles de x 0 et les fonctions x 0 , x K , .. x n ; mais en ajoutanlles 
equations precedentes, apres les avoir multipliees, la premiere 
par 0 O (x 0 ), seconde par 9 4 (# 0 ), et ainsi de suite, on obticnl 
cette expression 

A(«o) = 0 o (»o)^ +0,(^0) 


et il est clair qu’on aurait de memo 

4 , n / \ dx i . v A , N dx\ 

a(*i) =o 0 (*,) 3S - + 


AO„) - 9 o( a? »)^- | -0i( ar «)^‘- 


n / \ dx n 


Les propri^tes relatives a la p^riodicite des fonctions X sonl 
comprises dans lc th^oreme suivant. 

Soit 


W = 


2 


1 


1 


0*0) dx 
AO) 



0 * (,r) ah? 
A(tf) ’ 


4 A) 



0*0) r/.r 

AO) ? 


/(/■■) — 
fc 2/2 -1-2 — 


/ 


1 

/’l»+i Q/,-{x)djr 
A(.r) 

/l 


el 


J (/cj = 771! O -4- nu i\ k) H- m z . .-f- rn 2n+ s 


quels quc soient les entiers />z 1? /n 2 , . . on aura 

^0 ( ^0 “+■ b 0 ' J u l "+" J • • • j U/i-'r = )'0 ( ^Oj U\ ? - ■ • 5 w /i )' 

^1 ( Uq -+- , ££| 4- 1^, . . ., ££/2 -4- 1^) = ( &o j j * • • > i 

.... 

lft(££o H- 1^, Ui~\- I^ 7 = ^/2 ( w «)* 
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Parmi les 2/1 + 2 indices de periodicity /? + 1 seront reels, 
s avoir 

•••, ~><hn-+ 1 , 


et les autres imaginaires, cL de la forme a \j —r 7 oil a est reel. 
Ainsi, pour le cas de n = 1 , on trouverait les indices 



6 k (x)dx 
A (x) ’ 





/ j -j 0 k{x)dx 
. A(x) ’ 


/'? 


; 



§k(x)d3c 

A(a-) 


/«• etanL o ou i, el ils se i-amenent a ceux de M. Jacobi par ccs 
equations 


f“ (x-h |B.r) dx ri'l (« + $x)dx _ /vq («+ fix) rfj? 

./_» A(;r ) J± ~J l A(a?) 


l‘i 


f ' f * + fix ) dx ^ §x)dx __ fl’l (at $x) dx 

J„ " J± a O) ~J 1 


Mx) 


P: 


Enfin, la propriety fondamenlale des fonctions A, et qua est rela¬ 
tive a Faddition des arguments, consiste en ce que les quanlitcs 

>•0 l«o-i- ( 'o, “ 1-1- C 1; .. u n -+- p„), X,(«o-1- p 0 , -t- u n -+-t>„), .... 

^«( M o-l- fo> u i ■+■ «t> • • II11 -I- v„ ) 

sont les racines d'une equation de degre n- |-i, dont les coefii- 
eients sont des fonctions rationnelles do 


Ao(«o, Ml, ■ ■ U n ), X,(K 0l U t , .. 1 X„(M 0) 

A[Xo(«o,Ki* A[X,p i0) ,«„)], A[X n (K 0 , u. u 

X 0 fr 0 , ri, e„), V^o, Pi, ..., X„(p 0 , e,, ..., p /t ), 

A [Ao(t’o, r„ p„)], A[A,(p 0) p,, ...,p„)], A[X„(p 0 , p„ .... p„)]. 



SUR 


LA THEORIE DES TRANSCENDANTES 

A DIFFllRENTIELLES ALG^BRIQUES. 

EXTRAIT D’UNE LETTRE A M. LIOUVILLE. 


Comptes rendus des stances de V Academie des Sciences, t. XVIII. 


J’ai essays d’introduire, dans l’analyse des Iranscendanlcs a 
difterentielles algebriques quelconques, des fonclions inverses de 
plusieurs variables, a I’exemple de ce qui a ^te fait par M. Jacobi 
pour les fonctions ab^liennes. Je vais passer rapidement en revue 
les principaux r^sultats que j’ai oblenus, en reservant les demon¬ 
strations et les developpemcnts accessoires pour un Memoire que 
j’espere bientot avoir l’lionneur de presenter a V Academie. 

1. 

En suivant la marche tracee par M. Jacobi dans le c^tebre 
Memoire intitule Consider a liones generates de transcendent 
tibus AbeLianiSj j’ai conduit d’abord a rechercher le systeme 
dtequations difterentielles ordinaires dont les integrates completes 
sont donates par le tlteoreme d’Abel, considdre dans toute son 
etendue. Cette recherche, au reste, 6tait, assez facile en s’aidanl 
des r^sultats consigns par Abel lui-meme dans le Memoire cou- 
ronn^ par 1’Academie des Sciences (*). 


(!) Tome VII des Savants etrangers. Voyez aussi un 61£gant Memoire de 
Minding, public dans le Journal de Crelle, t. 23. 

H. - I. 
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Soit, en suivant les notations d’Abel, 

y(y) = po -+- Pi.y •. .-1- p,i-\V n ~ l H~= o 

tine equation algdbrique quelconque irreductible, dont Ions les 
coefficientssont des fonclions ralionnelles et entieres d’une memo 
variable x . 

Nommons ses racines 

yu y 2 ? y*> y *, 

et designons par 

(i) f( x )y) ~ ^y tn—*y n - 2 

une fonction rationnelle et entiere de x et y, dans laquelle le 
degre d 7 un coefficient quelconque t m soit pris egal au nombre 
entier immediatement infdrieur a la somme, diminuee d’une unite, 
des /i — m — i plus grands exposants des developpements de 
ehaque raciney suivant les puissances descendantcs de x . 

Soit enfin y le nombre des coefficients arbitrages contenus dans 
f(x,y); cette fonction sera susceptible d’un nombre y de formes 
difierentes que je representerai par 

M*>y\ M*>y'h 

Cela pose, en designant par 

3?i, Xv, . . ., 

des variables en nombre quelconque u plus grand que y, et par 

7 ( 1)5 7 ( 2 ); •••> y([L) 

des fonctions irrationnelles choisies arbitrairement parmi les 
n racines 

7u 72, yn, 


on aura, au moyen du LhdoiAme d’Abel, sous forme algdbrique, 
les integrales completes du syst^me des Equations 


X'(7d)) 

Mxuyw) 

X'tTd)) 


dx { 


dx^ -4- 


ft 

X'O'w) 


dx 2 -J- 


x'(rm) 


dx 2 H - . , . — 1 — 


x'Cr<w) 


dx ^ = o, 
dx^ — o, 


x'(rra)' x'(rci) 


^3/ o ”"i” • • • ~H 


/T(^»rtw) 

x'Cr w) 




= o. 
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II est inutile de dire que, dans chacune des racines ou 

y( 2 ), • . on remplace la cjuantite x par la variable ou x 2 , ... , 
du terme ou elle entre. 


II. 


D’apres cela, je prendrai pour 

fonctions inverses les quantiles 

x u x 2 , ■ 

. . . , Xy, 

defmies par les y equations suivantes 



(») 

A- = y ... 

V . j 

** 

§3 

II 

-T 


et je poserai, en consequence, 

CG j — X j ^ M j, M 2 , •* •) ^y)? *2'2 “““ Xg (. ^ 1 j ^2 ? . ..jMy)j » - • j 

= Ay(M|, M 2 , Wy)* 

Cela dtant, les integrates du sysl&me d’equations difTerentielles 
consider^ plus haul, int^grales fournics immedialcment par lo 
theoreme d’Abel, donnent sans difficulte, par un changemcnl. 
convenable de constantes, le theoreme fondamental, qui consists 
en ce que les y fonctions 

X !i ( U{ -+- j U% -+- ^2, .... My -1— Py) 

sont les racines d’une equation de degrd y dont les coefficients 
sont des fonctions rationnelles des diverses fonctions 

X&(^i) . • • J M y ) J 

P 2) •••, Vy), 

et des valeurs correspondantes de celles des racines y que l’on a 
fait entrer dans les Equations ( 2 ). 




III. 


De la dicoule cette propriete importante des fonctions inverses, 
qui consiste dans la coexistence d’une serie d’indices dc periodi- 
cite pour tous les arguments, et qui montre toute l’etendue de ce 
caractere singulier, dont un admirable Memoire de M. Jacobi a 
revele depuis longtemps 1’existence dans les fonctions abeliennes. 
Considerons Pequation 

x'C/i) y'Ly-i) t (?*)• • -yj(yn) = o. 

dont le premier membre, comme on sait, s’exprime par une func¬ 
tion entiere de x. Chacune de ses racines jouit de la propriete de 
rendre egales deux des racines y de Pequation 


x(y) = °- 


Supposons done que y ^ devienne 6gale a une autre racine y [{ 
pour les diverses valeurs 


de m£me que 

pour 

el 


37 = a 'i, a-J, <, 

y( 2) =j / [2] 

x = aq, aj, a'J, ..., a S' 1 * 1 , 


J( 3 )=r[ 3 ] 

pour 

^ = *3» a 3i«3» •••> 

el ainsi de suite. 

Faisons, pour abreger IMcriture, 



Mx,y m ) 

x'(rm) 

l'(y m) 

fk(x,ym) 

fk{*> 7m) 

x'(rm) 

x'(rm) 


/*(*.Xm) 

x'(. rm) 

x'(rm) 


el designons par les lettres m des nombres entiers positifs on 




1 11 J& U It 1 Ji, DJbb A It A IN & U li IN 11 A IN 1 li S . 


negatifs. Si Ton pose 


2 


(n+0 /Z_72j~ 1 „(»+!) 

J s»OLl . /^ a 2 

(£, i) dx-\- y m* n) I (/c, 2) dx H 

«, w »=, ' 

' J “ al ■ a( M ) 


on aura ce theoreme : 


f/ne fonction rationnelle el symetrique quelconque des 
y fonctions inverses conservera la meme valeur en ajoutanl 
simultanement aux divers arguments 


u u m 2 , m 3 , n r 

les quantiles cons tan tes 

II) I2 5 L? • • • : iy- 

Par une autre method c, ind^pendanle du theoreme sur Faddi- 
lion des arguments, mais qu’il serait Irop long d’indiquer ici, on 
oblient directement les egalites 

Xj ( Hi ■+" M 2 H- lo, * • • , MyH- ly) =: Xi ( ll\ , Mo, . . . , My), 

X 2 ( Wi -f- 11, M 2 -+- I 2 , • • * , My H~ ly) = ^2 ( M-i, Mo, . . • , My ), 

.*. 5 

Xy( Mi -+• 1 1, M 2 H- I 2 , My-h Jy) == Xy( Mi, M 2; . . . , My). 


IV 

Les racincs de liquation 

x'CrOx'Cr*)- ~x'(y») = o, 

qui se sont pr^sentdes commc limites des integrales qui entrenl 
dans l’expression des indices de periodicity, jouissenl de la pro¬ 
priety g^n^rale d’etre les valeurs maxima 011 minima des fonctions 
inverses. Cela rdsulle des expressions de leurs differences par- 
tielles que je vais rapporter. 

Soit 

(3) F(x,y) = Pi fi(x,y) + y) - -h- F-y/yO, y)\ 
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concevons qu’on determine les conslantes p. par les y — i con¬ 
ditions 

f (^2,/(2))==o, F(^ 3 , 7 ( 3 )) = o ? F(tf y , y (V ) = o. 

Nommons F 4 (# 5 y) ce que devient alors F expression ( 3 ); les 
equations (2) donnei'ont sans peine 

dxj _ p-iX'Qd)) ^1 ; ... ? afci _ M-yxX/rn) 

du\ du 2 Fi(a?i, JK(i)) ~du^ Fi(a?i ,Jd)) 

De mbe, si Ton appelle F 2 (^,7)la fonction F(.#, 7) ddterminee 
par les conditions 

F(a?i, 7(i)) = 0 , F(:T3, 7 ( 3)) = o, F(a?y, j (Y) ) = 0 , 

on aui'a 

dxf __ p-iyj(r(2)) ^ clx 2 _ ^X r (,Ym) . . ^ dx 2 _ HyX'O'w) , 

du\ F 2 (a? 2 ,7(2))’ du % F 2 (^ 2 ,/w)’ * * F 2 (a? aj 7 (S) )’ 

et ainsi de suite; d’ou resulte la proposition enoncee. 

De ce qui precede on tire des equations lineaires aux diffe¬ 
rences partielles qui meritent d’etre indiqudes, savoir 


^ +• • /(’)) = x'(rm). 

/iC«t.r»*))^|+/*(**. 

..... 

/lC^-p/m) ^ +/i( a; r'/(ii) ^7 +• ^ = x'O'm)- 

Remarquons enfin cette consequence que, liquation 


- / % dx 1 . , . „ , x dx 1 

M x ,y) — +-M*,y) ^ +...-t-/,.(*, r) = o 


etant satisfaite par 


du 2 

x = x 2 , 7=7(2), 

X=ZX 3 , 7 = 7 ( 3 ), 


X -X- 


V y= 7 (yh 


on peut, au mojen des differences partielles de 1’une des fonctions 
inverses, determiner algdbriquement les y— 1 autres. 






Y. 


Le theoreme relalif a l’addition dcs arguments conduit encore 
a exprimer les fonctions inverses dans loule leur gdn6ralile, an 
moyen des cas particuliers les plus simples, oil l’on ne suppose 
siiccessivemenl qu’un argument variable, les aulres (Slant ^gaux a 
des constantes quelconques, a z^ro par exemple. 

Ce genre de reduction, qui est du a M. Jacobi, se relrouve dans 
une autre partie de la tlieorie, comme on va le voir. 

En nous bornant, pour plus de simplicity, aux fonctions de la 
premiere classe des transcendantes abdliennes, consid6rons la 
diUdrentielle to tale 


F (' x ) 


dx -h 


102 

\//(r) 


d y, 


ou F (#) est une fonction rationnclle quelconquc, q\ f{x) un po- 
lynome du cinquinine ou du sixiiune degrd. Si Ton substituc aux 
variables x et y les variables u et e des fonctions inverses denies 
par les Equations 



dx 

s/A-*) 


xdx 

//(«) 



r d r 


son intdgrale dtanl d^sign^e par 

II(w, v) 


jouira, en vertu du theoreme d’Abel, de la propriety exprim^e par 
l’egality 

II(k+ u r , v + p') = II( u, v) h- U(u' } p') -i- une fonction alg. et log.; 
en faisant 


on trouve 


u = o, v' — o, 


Tl(z/, ) == II( o, v) H- II ( u\ o) H~ une fonction alg. et log. 

Ainsi, la fonction H(^, v) k double argument est ramen^e aux 
deux cas les plus simples, ou l’on suppose successivement un 
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seul argument variable; on voit encore qu’on n’aura plus a 
considerer que des integrales de formules different elles qui con- 
tiennent seulement une variable independante, a savoir, dcs 
integrales, par rapport a u , de fonctions rationnelles et syme- 
triques de 

VO, °); o), 

et des integrales, par rapport a e, de fonctions rationnelles el, 
symetriques de 

Xl(o, p), > 2 (o, v). 

On se convaincra facilemenl de la generality des considerations 
precedentes : ainsi, dans le cas des fonctions de la seconde classe 
des transcendantes abeliennes, ou s’offrent des fonctions a triple 
argument, 

IX ( u. r, (t’), 

on aura de meme l’egalite 

H(z4H- u\ P 4“ p', PP -1- IV ) 

= n( u, v, w) 4- Il(zz', p', tv’) 4- une fonct. alg. et log., 

ou bien encore la suivante 

n (u 4- u’ 4- u", P + + w"). 

= n (u, p, w) -f- p', tv’) + U( u! r , p", w") 4- une fonct. alg. et log.; 

et, en faisant 

a = o, v — o. 

u' ~ o, tv'— o, 

— o, (?"== 0J 

il vient 

TL(u!', v r , tv) = H(o, o } w) -f- IX(o, p', o) 4-n(w", o, o) 4- une fonct. alg. et log., 
ce qui conduit aux memes consequences que pr^cddemment. 


VI. 

La methode qui m’a donnd la division des arguments dans les 
fonctions abeliennes s’etend aux nouvelles transcendantes; mais, 
jusqu a present, je n’ai pu aborder la theorie de la transformation 
sans etre arrete par les plus grandes difficult^. Mes tentative* 



TIIEORIE DES TRANSCENDANTES. 


in’ont conduit, neanmoins, a quclques considerations sur cetle 
theorie bornee aux fonctions elliptiques; jc vais les rapporler cn 
pea dc mots, 

Soient ®(iiy /c), ou simplemenl <o(h), la fonction inverse, 
definie par l’dgalite 

o'(M) ” /[i — o 3 (/4;|Li — A^cp^a)] = A(u, £), 


2 co el 2xs \J — i les indices de periodicity, ct n un nombre impair 
quelconque. Le iheoreme fondamental, donnd pour la premiere 
fois par M. Jacobi, consisle cn ce que la fonction 



cp( u) -f- cp 


2 tO 
LL -f— -- 


n 


u ■+ 


2 (/l — l) CO 


ou Func des pdriodes des fonctions elliptiques se trouve divisdc 
par le nombre /i, peat etre represented de la maniere suivante 


a, r s> 


’ l) , 


X designant un nouveau module, a el a des constantes. On en 
deduit ensuile que toute fonction rationnelle ct symdtrique des 
quantity 


/ 2 U> 

u ), <p (a H- 

• 1 V n> 


/\ co 
n 


2 [n — i) to" 


oil, dememe, l’une des pdriodes des fonctions elliptiques subsiste, 
Landis que Fautre se trouve divisee par le nombre n, peut etre 

reprdsentee par une fonction rationnelle de cp Xj. Or voici la 

demonstration du thdor&me de M. Jacobi a laquelle je me snis 
trouvd conduit. 

dz 

II existe, entre ~ el s, une relation algebrique qui s’obliendra 
par Fdlimination de c o(it) entre les deux dgalitds 


Soit pour eela cp ( u) = x ; z, comme on le voit aisdment, se Irans- 

x D 

forme en une fonction rationnelle -y-> U et V dtant deux poly- 
nomes pairs du degre n — i ; on dtablit ensuite sans peine que les 



(4) 

sont de la forme 




o(U)=zo(z), <p 


2 to \ 

n ) 


2,(n — i) to 


Cela resulte, en elfet, de ce que l’expression dc z ne change point 
enaugmentant u (Tun multiple quelconque de 2 -^- 

Or, la meme chose a lieu necessairement dans la derivde 
et comme 

xV 

-y, 

on a 


dz_ 

du 


dx dx 

V2 


y/( I — # 2 ) (t — k^x' 1 ). 


Ainsi, le carre de qui est une fonction rationnelle de x , con- 


servera la meme valeur en j substituant successivement les 
diverges racines de l’equation (4); par suite, ~ s’ exprim era par 

la racine carr^e d’une fonction rationnelle de z . 

Or, cette fonction sera entiere, car 


ne peut devenir infini sans que quelqu’une des quantity 

© (^u + ne le soit, ce qui rend d&s lors z infini lui-meme. 

Pour obtenir maintenant le nombre et la nature des valeurs de z 
qui donnent 

dz 

Thi^ 0 ' 


il faut chercher les racines de liquation 

On trouve tres facilement qu’elles sont comprises dans les deux 
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form ules 



p devant etre suppose stxccessivemenl o, 1 , a, . . ., — -- 1 * Mais 
j’observe que, pour les substiluer dans l’expression do js, ii esl 
inutile d’avoir egard a ces diverses valeurs dc p 7 de sorle qu’il resle 
seulement a considerer les racines 



On voit, par la, que le poljnome cn z, qui entre dans Fexpression 
de sera du qualrieme degre, ne conliendra quo des puissances 
paires de el s’evanouira pour les valeurs 





r 2 


[ 2 *(^ 


— I 




Ainsi l’on aura 


T,~ c [/ 


z 2 

F 2 


C etant une constante qu’on determine en observant que, pour 
u = o et, par suite, z = 0 , on a 


faisant done 

on a 



a > a 

6 G ~ 


= aco(- ? X 
‘ \a 


YII. 


x U — acp ( - , X ) V = o 


II r^sulte, de ce qui precede, que liquation 
(u . \ x\] 

ou 

a pour racines les n quantity 

tf(w), 


> ( it ■ 


—i)o)^ 


n 
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Je vais faire voir qu’on pent tirer de la, directement, la transfor¬ 
mation des fonctions de troisieme espece, sans ^tablir prealable- 
ment, comme le fait M. Jacobi, la formule de transformation des 
fonctions de seconde espece. Soit, pour abreger, 

F(x) = xJJ — acp ( ~ V ; 


en designant par m une quantite quelconque, on aura, comme 
Ton sait, 

F \m) __ ^ i 


on bien encore 

F'(7n)_ I 
F ( m ) m — © ( u) " r 

Or, on peut ecrire 


en posant 


F (m) Jmd j wp to\' 

7 m — o [u h—-— 

‘ \ n 1 


Jmd ( 2D CO \ 

p = i ni — cp f u -\—-—I ni 


T 

/ 2.p CO\ 

)J 


, A of -, X — B 

F ( m) ‘ \a J 


F ( m ) / u 


X ) — M * 


t __ ouy 

A - y B _ aY , 


pour x = m. 


II importe beaueoup de remarquer cette valeur de M qui, pour 
m = cp(p., k ), devient cp ainsi Ton a P^galite 


A ?U j) v~~ B 


<1 ou, en changeant le signe de pi, 


A® ).j + B 


? 0 ) o( u — Z£p.\ — 


J +<f U’ X 


?(«; + ?((*)' 


-+- 'p(H-) ¥ (“ — "*■ ¥(k) 



pais, retranchant membre a membre. 



Soit maintenant 


n(.r, [x, 



du 


liquation pr^c£dente donnera, en integrant depuis a = o jusqu’a 
u = x , et en ayant egard aax valeurs des constanles, 


- 9 X ) A I 


Mu* k) \« « / 


- Aa? 


/■> = - 


= ?(t i )n(a?, (a, 

ou bien 


p — 1 


ip to . 

x H- - — ^ a, k 

n 1 


-+-n 


x — 


1 p IQ 

n > 




= A(fx J /c)A^4'9([x,/:) A([x, /-) II(a?, [x, /c) 

/> - n ~ 1 

-+■ ?(k> *) A (M 0 2 [ u ( x + ^ /f ) ~ h 11 (*■ - ^ ^ /f ) ] • 

P =i 

Le second membre peut etre ramen6 a ne contenir qu’unc scale 
fonction de troisi&me esp£ce, avec une quantile logarilhmique; on 
a, en effet, la formule 

A([x) _ AQ) _ AQ) _ A(a?) 

cp(fx) — cp(a?H-a) cp((x) —cp(^— a) <?(%) — cp(jx-Ha) cp(a?)— <p({a— a) 

qu’il est facile de verifier; elle donne, en changeant p. en — |x, 

A ((x) _ A(fx) _ A(x) _ A(x) 

cp((x)-i-^(^H-* a) ^(fx)4~cp(a7 — a r ~ <p(#)-H<p (fx a) <jp (tf) H-<p ((X— a) 


Ajoutant membre a membre et integrant depuis x = o, on trouve 
sans peine, 

<p (p) A( [x) [II (a? — «, [x)— 11(57-4- a, jjl)] 

= — n O; lO log 

d’ou, en penmitant a et .a?, et changeanl les signes des deux 
membres, 

o( |jl ) A( tx) [11(57 - 4 - a ) jjl) -b IT (57 — a , ;x)] 

= 20(p.)A(fJ.)n(57, {x) — ~ log 


f-(a) ' 

<p*(p-t-ar) | 

T»(a) [ 

CD 2 ( |JL - 57) 


a 2 ( [JL -4- < 7 .) 


I l ' 
\ ? 2 (i ■*■ — «)] 


On arrive done definitivement a la formule suivante, pour la 
transformation.des fonctions de troisi£me espece, 



VIII. 

Des les premiers pas qui ont ete faits dans la thdorie des fonc¬ 
tions elliptiques, on a imagine de les differentier par rapport an 
module, ce qui a conduit a plusieurs resultats importants. Or, le 
meme moyen analytique s’applique avec facilite a toutes les fonc¬ 
tions de la forme 

oi\y est donne par liquation 

x(r) = y n -X = 0 , 

X.etant une fonction entiere de x . 
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Voici, par exemple, le theoreme cjui en resulte pour les fonc- 
lions abediennes. 

Soit 

F(x)— x(x — a). . Ax — k) 


anpolynome da degre i; on pourra representer toates 

les foactions abeliennes depremiere et de seconde espece par 
V integrate 



(x — a ) /,; dx 


et en considerant z comme une fonction da module a, on ob- 
tient Vequation lineaire de Vordre zm 


2\/F(x) 

(x — af nl ~ k 


n = 2/w H- J 

■ 2 


4 m — it - 
[.‘2.3.. 


n = 1 


*2 /' 
11 




X 


(_ 'lylm—n + 1 

(‘2 k — i) (2 k — 3).. . ( 2 k +?./i — 4 m — i; 


dcC lni ~ tl ' Jr ' L 


Lorsque k esl compris entre o et m — i, de sorte que z repre¬ 
sente les transcendantes de premiere esphce, V integrate com¬ 
plete s’obticnt en ajoutant a la fonction 

f x (x — a)f dx 

J 0 A'w 

les diverses integrates definies qui entreat dans Vexpression 
des indices de periodiciti de la fonction inverse, multiplies 
chacune par une constante arbitraire . 

De la r^sulteraient facilement, entre a litres choscs, des theo- 
r&mes analogues k liquation de Legendre entre les fonclions cllip- 
tiques completes de premiere et de seconde espece, a modules 
compl&mentaires; relation d&jk gdn&ralis^e par divers g<$o~ 
metres (<). Mais je ne veux pas mMtendre plus longuement sur ce 
sujet, qui, du reste, donne lieu k de nombreuses consequences, 
([ue je d^velopperai dans une autre occasion. 


(') Voyez, par exemple, un M&noire de M. Catalan, couronndpar l’Acad^mie 
dc Bruxelles. 
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L’ANALYSE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


Extrait des Memoir es de la Societe royale des Sciences , 
Lettres et Arts de Nancy , i845. 


I. 

Les reckerclies que j’ai l’honneur de presenter a la Socidte onl 
pour but d’etablir les principaux theoremes de Fanalyse des 
fonctions elliptiques, par une methode nouvelle qui repose princi- 
palement sur Fintegration de l’equation auxdifferentielles partielles 
du phenomene des cordes vibrantes. Dans la marche que nous 
allons suivre, on verra s’offrir tout d’abord commc un eldmenl 
essentlel du calcul la transcendante remarquable, an moyen de 
laquelle les trois especes de fonctions elliptiques s’expriment ana- 
lyliquement de la maniere la plus simple. Les propri^tds diverses 
et caracteristiqu.es de ces fonctions s’offrironlnaturellement commc 
consequences de modes divers depressions par une quantile 
unique, et nous relrouverons par cette marche en quelque sorte 
synthetique les premiers resultats qui ont servi dans Forigine do 
fondementa toute la theorie, et auxquels on s’est arrele longtemps 
avant d’arriver aux id^es plus generales. 


(ij' A(.-r) = (i-f- aca; 2 -f- 3^)-, 

c ^tantune constante que Fon supposera, si Ton vent, plus petite 
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que F unite; considerons la fonclion de troisieme espece 

t N Aa dx 

(2) . 

ou a designe le parametre. En differentiant par rapport a a , on 
trouvera 


(3) 


dz r 
^ a) da =.[ 


1 ( x ~~ oQL* 3 -+- ca) -~i~ A -a 
(x — a)- Ax 


dx ; 


mais on a iden tiquemenl. 

d Ax 


(4) 


d Ax 
dx x — c 


. (x — a) — A . 7 * 
dx _ •>. (x — a ) (c x H~ a? 3 ) — A -x 


(x — a j 2 


(x — a'y 1 Ax 


d’ou en integrant 


(5) 


A (x ) _ f " *7 (x — a) (c x -h x z ) — A 2 x 


x) __ f" 2 (x — a) 
___ / 


dx H- const. 


0 (x — a)~ Ax 

La conslanie se determine en faisanL x = o : el Ton trouve ainsi 




A(x) 
x — a 


r x 2 (.r — a ) ( c x x*) — A 2 x r 

J n (.r — a)* Ax CX 


Ajoulant membre a membre avec liquation (3), il vient 


d z Ax 

Ad -I- —- 

da x — a 


-L 


* '* 2f x 2 — a-) (x- — ax -+~ a- 4- c) — ( x 2 — a*) (x% -j- a 2 -j- ■> o) i 

--_---i dx — -, 

(x — a ) 2 Ax a 


et en r^duisanl 


(7) 


A a 


dz At 


da x — a J Ax 


r 


(a ? 2 — a 2 ) dx 


On voit que dans ce rdsultat il n’entre plus la fonclion plus com- 
pliqu^e de troisieme espece, de laquelle nous sommes partis. 
D’ailleurs, en differentiant de nouveau par rapport a a , il vient 


d dz 
da a da ~ I (x - 


Ax C' 

-— = — 2a I 


dx i 
Ax ~ ! ~ a 2 


u. - r. 




dx {x — a) Lx 


k dz A a 

Lx —r~ =- 

dx x — a 


-et differentiant encore par rapport a cc, il vient 

cl / ^ dz \ ___ A a 

dx \ 1 dx) (x — a )- 


De la se concliuimmediatement le resultat remarquable exprime 
par Pequation differentielle partielle 


< 8) ka Ta{ Lad £) 


■ Lx ~ (lx 
dx \ dx 


dx La 
Lx a- 


Ici nous nous trouvons naturellement conduit a prendre pour 
variables ind^pendantes, au lieu de .ret a ? les arguments a et £ des 
fonctions inverses d^finies par les egalites 




et nous poserons, d’apres cela, 

x = l(£), a = X( a). 

Alors Pequation (8) prend la forme plus simple 


d 2 z d 2 z 

d^~dp 


A(a)+ ~ 


On peut ais6ment faire disparaitre le second membre en posant 
U = ^ + Ai + B, 

A etB etant des fonctions de a, independantes de la variable 
II n’y a qu’a faire 


d-k 

— ^<iaLa, 

d* B _ 

La 

da- 

~~ at 

k — f*a*da, 

B = I 

r*da 

do 

J 

a 
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el il vient effectivement 

___ 

doc .- ~~ °’ 

ce qui est, comme on sait, liquation de laquelle d’Alembert a tire 
la loi de mouvement de vibration d’une corde flexible, ecartee 
tr£s peu de sa position d’^quilibre. 


III. 


En d^signant par F el $ deux fonctions arbitrages, l’integrale 
gene rale de Liquation pr6c£dente est 

U = F(a + 5)-+-0(« —?)• 

Pour determiner les deux fonctions arbitraires, observons 
qu’ayanl 


U 


-1 


A a dx 


0 (x — a) A.r 


\f aida ^J d i 


a cause de 
on peul ecrire 


on aura done 




dx 

kx 




F(«— a = jT |zr a * da+ fii;’ 

d’oft, en diffifirenlianl par rapport a 

F'(« + S) - 4>'(« - 5) = +f<** dx. 

Faisons main tenant dans les deux Equations qui precedent 5 = 0 ; 
on tronve 

F(«)+ *(<*) = J 

f'(«)—*'(«)= y* a5,ia - 

Ce sont ces deux Equations qui vont nous, servir pour determiner 
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les foncdons arbitraires; posons, suivant l’usage, 



on obtiendra en integrant la derniere 

F(a) — <i>(a) = Z(a) — logo. 
D’ailleurs on trouve aisement 


/ 


da 1 , A a — (r h- ca 2 ) 

- = -i°g-- 


On en conclut les expressions suivantes : 


\ r/ t \ T . A# ( I “f 

2F(a)= Z(a) H- - log- ~ 


ca~) 


= — Z(a) H— log[Aa — (i + ca 2 )]. 


IV. 


Les consequences des resultats qu’on vient d’oblenir embrassenl 
les points les plus importanls de la theorie des fonctions elliptiques. 
Parmi ces consequences on doit surtout dislinguer celles qui sonl 
relatives a Fetablissement de formules par lesquelles la fonction 
inverse)*. (#4-.)')? re tative ala somme de deux arguments, s’exprime 
en \x et \y. Ce sont aussi ces formules, en quelque sorte £lemen- 
taires, que je vais ^tablir en premier lieu. 

Pour abreger l’ecriture, on d^signera dans lout ce qui va suivre 
par Al; ce que devient kx quand on y remplace x par ).(£); cela 
posd, reprenons liquation 


r A(a)^ 

Jo *«)-*(«) 


da-^rj ^ = F(a H- £) H- #(a — {)• 


En diff^rentiant par rapport a on a 


A(a) 


m-M 


— +Ja?da = F’(a + 5 )- <J>'(a — $). 



Soil fait successivement 

£ = -y, l=zx— y ; 

puis retranchons membre a membre, il viendra 


Aa Aa 

X(x H-jk) — X(cl) A(a?—JKJ — X{a) 

= F'(a? -hj -ha) — F'(a? —j + a) + f ^(a — x-\-y) — &( a — x—y). 

La premiere par tie du second membre, savoir 

F'(a? -h jy-h a) — F'(a? —y -h a) 

cst line fonction symdlrique de x et de a. Or je dis qu’il en estde 
meme de la seconde. En effet, on voit facilement, d’apres Fexpres¬ 
sion obtenue plus haul de <f>(a), quc sa d^rivde est une fonction 
impaire, et si l’on permute x et a, dans 


il vient 
ou bien 


<£>'(a — x +/) — <F'(a — % — y), 
(x — a ~h jk) — <l yf (x — a — y) 
cl>' ( a — x -\-y) — <F'(a — x —y ), 


puisque est impaire. 

L’expression ~—<-7—r — ^- ~dtant ainsi sy- 

* A(x -hjy) — A (a) X(x —y) — A (a) J 

mdLriqne par rapporL k x et a, on a Pegalite 


Aa Aa 

— l(cT) A(x — y) — X(a) 

Lx Lx 

~ A (a — js) — i(x) 

Soit fail a = o; il viendra Aa = i el par suite 

t i Lx Lx 2 Xy Lx 

X(x -h y) X(x — y) Xy — Xx Xy -h Xx X t y —X s a? 

Si dans cette Equation on permute x et y, il vient 

1 1 2 Xx Ay 

X(x -i-y) _1 ~ X ( a?— y) X-y — X*x ’ 

On en ddduit, en ajoutant et retranchant membre k membre et divi- 



;o 

sant par 2 
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x ly Lx — X.r Ly 

\{sThyj ~~ ~X 2 /~~X 2 ^ 

x Xjk Aa? -+- X# Ay 

X(a? — y) ~~ l 2 y — X 2 # 


En prenant les inverses et chassant les radicaux du denomina- 
teur, il vient defmitivement 


XO- 4 - 7 ) = 
XO— y) = 


X.r Ar -+- \y Lx 
i-—l 2 xl~y 9 

lx Ly — ly Lx 


Une verification immediate de ces deux r^sultats s’oblienl en 
faisant 

c = 1 et lx=tangx, L(x) = 


et il vient en supprimant un facteur commun aux deux termes des 
fractions 


tangO-4- y) 


tanga? 4- tangy 
1 — tanga? tang/’ 


tang (x—y) 


tanga- — tangjy 
1 -h tang# tangy 


ce qui est bien les formules connues relatives aux tangenles.* 

Dans une autre circonstance, j’aurai l’honneur d’offrir a la 
Soci6te la suite de ces rechercbes et le d6veloppement des prin- 
cipales consequences, auxquelles donnent lieu les r^sullats que je 
viens d 7 exposer. 



NOTE 


SUR 

LA THEORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQTJES. 


Cambridge and Dublin Mathematical Journal } t. Ill; 1848 . 


J’ai lu avec le plus vif int&ret le beau travail de M. Cayley, qui 
a r^ussi a faire decouler toule la theorie des fonclions elliptiques 
de la consideration delicate des produits infinis doubles. J’avais 
decouvert de mon c6te le point de vue suivant, plus voisin peut- 
etre encore de l’idee fondamentale de la double periodicite dans 
les fonctions analytiques. 

En designant par 


m = 4 - 


2 


2 

a ,)i e 


iTZ.v 

a 



m 


i TC 
a 


les expressions generalcs de deux fonctions periodiques simples, 
dont la periode est a, assujetties d’une maniere cssentiellc [a la 
condition d’etre toujours convergentes pour toutes les valeurs. 
reelles ou imaginaires de x 7 je me suis propose de determiner a m 
et b m de telle maniere que le quotient 




S b m e 


admette une autre periode b . En posant q = e a 7 

k regaiite 


2 a m e 


-JhnqJ 


2b m e 


%b m q* 


cela conduit 
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Chassant les denominateurs, on trouve pour les coefficients 

9 i: TC r 

d’une meme exponendelle e a , dans le premier membre et. 
dans le second, respectivemenl les deux series 

777 = 4 - 00 7/7 — 4-00 

^ amb v .-„i qi'-v—m.) et ^ 

7il — — oo m — — 00 

Or, la maniere la plus simple d’arriver a les rendre egales 
consiste ales rendre identiques, en sorte qu’un terme quelconque 
de Time, tel que ci m b^__ m q- ait son egal a n b^_ n q 2n dans 

l 7 autre. 

Faisons done, et cela pour toute valeur de Tender p., 

- a n b^„ n q*-n, 

et concevons que n soit exprim£ en ni de maniere a produire la 
s^rie des nombres entiers, lorsque m prend lui-m6me toutes ses 
valeurs. On realisera cette circonstance en prenant n = m + k , 
k etant un entier quelconque; Tequation precedente pourra alors 


Mm 

- q- 

& ill 4 - k 


-/.•) — s ]— 2(|JL - 


et comme p. est quelconque, si Ton fait p. — m — k = m r , ml sera 
un nombre entier variable entierement independant de m\ or il 


vient amsi 


q — 2(.m-+-k) = -Jill 1 '. q—Hm'+k)' 

4 - k b In ' 4 -/ t . 


Sous cette forme, on voit que chaque membre est une quandte 
constante, ce qui conduit aux dgalit^s 

— Tl— q—'Lim 4 - k) = const. --^L_ q—iUn + k) — const. 

&/n 4 - k b nl j^} c 

Done a m et b m dependent de la meme Equation 
— q~ 2 im + Jc) ~ const. 


qu’on peut encore ^crire sous la forme 
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en changeant de constante, la solution generate est 

?n* 

-a m 

z m ~\\(m)q A 

la fonction II (m) etant assujettie a la condition suivante: 

11(01-1-*) = n(»?). 

Nous voici done arrives a cclte forme analjliqne d’unc fonc- 
lion $(#) aui periodes a el 6, savoir 

m- n / tc .v 

-— a m 2 m - 

A ’ e " 

*(*•) = - - - 

- ; -a in 2 in - 

^(m)q k e n 

oil la condition de convergence pronve immddialemenl que, en 
supposant 

~ = to -h /to', 
a 


le nombre enlier k cloil etre du signe dc to', sa valeur ahsoluc reste 
d’ailleurs arbitraire. En designant par 0(.r) le num^rateur on le 
ddnominateur, on trouvera ensuite 

0(^r h- a ) = 0(a?), 0(.r b) — ®(x)e n a)l] 

el de ccs equations qui ne comporlcnl d’arbilraire que la fonction 
p^riodique II (m) se deduisenl toutes les proprieties caracteris- 
tiques des functions elliptiques, sans qu’il soil ndccssairc ponr 
cela d’dlablir, prctalablement, Fdqualion diffdrenliclJe, tons les 
resullals ddja connus pouvant se ddmontrer independamment les 
uns des aulres. 



SUR LI THEORIE 

DES 

FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


Comjptes rendus des seances de VAcademic des Sciences, 
Tome XXIX, 1849 . 


La theorie des fonctions elliptiques que j’ai l’honneur de pre¬ 
senter a l’Academie repose principalement sur quelques propo¬ 
sitions que M. Cauchy a deduites de la consideration des integrates 
prises entre des limites imaginaires. Le veritable sens analylique 
de ces expressions a ete donne, comme on le sail, pour la pre¬ 
miere fois, par le grand geometre. Ses decouvertes, a ce sujet, 
ont ete l’origine du calcul des residus, qui renferme les principes 
les plus etendus qu’on possede pour l’etude des fonctions d’une 
variable. Les recherches presentes montreront une nouvelle appli¬ 
cation de ces principes, et il ne sera peut-etre pas sans interet de 
rapprocher les methodes dues aux illustres fondateurs de la theorie 
des fonctions elliptiques, de celles dont j’ai trouve l’origine dans 
les travaux de M. Cauchy. 



RAPPORT SUR UN MEMOIRE PRESENTE PAR M. IIERMITE 
ET RELATIF AUX 

FONCTIONS A DOUBLE PERIODE (*), 

Par A. Cauchy. 


Comptes rendus des stances de VAcademic des Sciences, 
Tome XXXII, 1 85 r. 


Le Mdmoire dont nous allons rendre compte a pour objet prin¬ 
cipal la determination gdndrale de cclles des functions a double 
pdriode qui ne ccssent jamais d’etre continues tant qu’clles rcstent 
finies. Pour faire mieux saisir la pensde dc 1’Auteur, il convienl 
de jetcr d’abord un coup d’ocil rapide sur la nature et les propridlds 
caractdristiques des fonctions a double pdriode. 

Supposons ([lie, x, y 6tant les coordonndes rectangulaircs ou 
obliques d’un point mobile Z, on trace dans le plan des x } y un 
paralldlogrammo ABCD, donl les c6tds a , b soient paralldles, le 
j)remicr a l’axc des le second a i’axc desjp. Divisons d’ailleurs 
le plan des x, y par deux systemes de droites dquidistantes et 
para lie les aux axes cn une infinite d’elements tons pareils au paral- 
Idlogramme ABCD. Enfin suit e une fonction de x : y 7 qui of Ire 
une valeur ddlcrminee pour cbacun des sysldmcs de yaleurs dc 
x, y propres h representor les coordonndes de points situes dans 
I’intericur de ce parallelogi'amme. Une autre function u, qui, pour 
chacun des systemes dont il s’agit, coi'nciderait avee la fonction e, 
sera ce qu’on doit naturellement appcler une fonction a double 
piriode, si clle ne varie pas, quand on fait croitre ou ddcroitre 
l’abscisse x d’un multiple de a, ou l’ordonnde y d’un multiple 
de b; et il est clair que, dans ce cas, u reprendra la m^me valeur 
quand on substituera aux coordonndes d’un point situd dans le 
p ar a lid 1 o gramme ABCD les coordonndes d’un point homologue 
situd de la mdme manidre dans Pun des aiitres paralldlogrammes 

(*) Le Mdmoire d’Hermite annoned par la Note prdeddente n’ayaat j&mais dt(S 
publid et ayant disparu des archives de FAcaddmie, nous croyons devoir rdim- 
primer le Rapport de Cauchy sur ce travail. E. P. 
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elementaires. Si d’ailleurs on vcut que la fonclion u satisfasse a la 
condition de rester ton jours continue, tant qu’elle ne deviendra 
pas infmie, ilne suffira pas que cette condition se ti'ouve remplie, 
quand le point Z sera intdrieur au parallelogram me ; il sera encore 
necessaire que a reprenne la meme valeur quand, apres avoir 
place le point Z sur Tun des cotes du parallelogramme, on le trans¬ 
porter sur le cote oppose, en lui faisant decrirc une droite 
parallele a Tun des axes coordonnes. 

Ajoutonsqne, silafonction w, supposee doublemcnt pdriodiquc, 
est assujettie a la seule condition de rester flnie et continue tant 
quele point Z est renferme dans l’intdrieur du parallelogramme 
ABCD, on pourra gdn^ralement ladevelopper en une serie double 
ordonnee suivant les puissances ascendantes et descendantes des 
exponentielles 

e* xi , e^' l \ 

les valeurs de a, 6 etant 

^ g __ Q.TZ 

a b 

Supposons main tenant que, les coordonnees x, y 6 tant rectan- 
gulaires, on nomine z une variable imaginaire liee aux variables x, y 
par la formule 

- = ® 4 -^ 1 . 

La position da point mobile Z sera completement d^terminee par 
la coordonnee imaginaire z, et, pour que u soit fonction de x,y* 
il suffira que u soit fonction de 5 . D’ailleurs, pour que la fonction 
de 5 , designee par w, soit doublement p^riodique, il suffira qu’elle 
reprenne la meme valeur quand le point Z, suppose d’abord intc- 
rieur au rectangle ABCD, ira prendre la place de Fun quelconque 
des points homologues situes dans les autres rectangles 6lemen- 
taires ; en d’autres termes, il suffira que u reprenne la meme valeur 
quand on fera croitre ou decroitre 5 d’un multiple de a, on d’un 
multiple de bi\ et cette condition pourra toujours 6tre remplie, 
quelle que soit la forme de la fonction u pour les points intdrieurs 
au rectangle ABCD. 

Ce n’est pas tout : on pourra, aux deux periodes a et bi, sup- 
posees l’une r^elle, l’autre imaginaire, substituer deux periodes 
imaginaires assujetties k la seule condition que leur rapport ne 
soit pas reel. Cela pose, concevons que l’on designe par a, 6, non 
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plus deux quantiles reellcs, mais deux expressions imaginaires, 
dont le rapport ne soil pas reel. Pour que u soit une fonction de z 
doublemenl perioclique, il suffira que u ne varie pas, quand on fera 
croxtre ou decroilre z d’un multiple de a ou d’un multiple de 6. 
Alors aussi a, b pourronl elre censes representer cn grandeur et en 
direction les coles d’un parallelogramme elementaire ABCD, et la 
fonction u sera enlierement connue, quand on la connaitra pour 
cliacune des valours de z correspondantes aux points situes dans 
1 ’interieur de ce parallelograimne. 

D’apres ce qu’on vient de dire, il est elair que, si a et b repre- 
sententles deux pdriodes de la variable ^ dans une fonction dou- 
blemerxt p6riodiquc u , la valour de it corrcspondante au cas ou le 
point mobile Z resle compris dans l’inlerieur d’un parallelogramme 
eldmentaire ABCD pourra elre choisie arbitrairement. Si d’ailleurs 
cette valeur, arbitrairement attribute a ;/, est loujours fmie et 
continue dans l’intericur du parallelogramme, on pourra, de for- 
mulcs (16ja connues, deduire l’exprcssion analjtique generale, 
propre a representor la valour de la fonction u supposee double- 
inent p6riodique, <juelle (pie soit la valeur attribuee a la variable 5. 

La fonction */, supposee doublement periodique, ne pourra plus 
elre choisie arbilrairemcnl pour les valeurs de z correspondantes 
aux divers points d’un parall6logramme el6mentaire, si elle est 
assujellie & la condition dc roster continue avec sa ddrivee , pour 
des valeurs quelconqucs de £, lant qu’elle ne de vient pas infinie. 
Cette condition sera remplie, par excmple si a est l’une des fonc- 
tions clliptiques, ou memo une fonctionrationnelle de cesfonctions. 
Mais il imporlail de savoir quelle est la forme la plus gen6rale que 
puisse prendre uric fonction doublement p6riodique, quand on 
l’assujeltit a la condilion 6nonc6e. Telle est l’importante question 
que M. Hcrmite s’est propose de r6soudre. La solution qu’il en a 
donn6e s’appuic sur des propositions remarquables, deduites en 
grande parlie des principes 6tablis par l’un de nous dans divers 
M6moircs, et sp6cialemenl dans le Tome II des Exercices de 
Mathematiques. Entrons a ce sujet dans quelques details. 

La variable imaginaire z 6tant cens6e repr6senter les coordonnees 
imaginaires d’un point mobile Z, d6signons par F(z) une fonction 
doublement p6riodique de z, qui reste continue avec sa deriv6e, 
tant qu’elle ne devient pas infinie; et soienta, b les deux periodes 



7 8 


OEUVRES DE CHARLES IIERMITE. 


de z assujetties a la seiile condition que leur rapport j ne soit pas 
reel. Les quatre points 

A, B, C, D, 
don ties coordomtes imaginaires seront 

z-+■ a, z ~r~ b, z ->r a -t- b, 

coincideront avec les quatre sommets d’un parallelogramme 616- 
mentaire ABGD, dont les cotes seront represents, non seulemenl 
en grandeur, mais encore en direction, par les deux cons tan tes a, b; 
et, si l’on pose 

£ = z h - at bt'j 

t , t ] etant deux variables reelles, les valeurs de £, correspondantes 
a des valeurs de t , t’ comprises entre les limites o, i, represente- 
ront les coordonnees imaginaires de points renfermes dans le paral¬ 
lelogramme elementaire ABCD. Le binome £ + at, en particulier, 
representera les coordonn 6 es imaginaires d’un point situd sur la 
droite AB; et si, pour tons les points de cette droite, la fonction 
de £ et de t representee par F(s 4 - cil) conserve une valeur finie, 
cette fonction, qnine varie pas quand on y fait croitre ou decroitre t 
d’un nombre entier quelconque, pourra etre developpee suivant 
les puissances ascendantes et descendantes de Fexponentielle 


Soil A m le coefficient de la /? 2 ldmc puissance de cette exponentielle 
dans le d6veloppement de F(s + at), m etant positif ou negatif, 
mais entier. On aura 



ou, ce qui revient au meme, 

A/« = / IT -f- at ) ell, 

la valeur de II(£) etant 

2 W 7T ( 3—■£ ) 

n(0 = e « f F(5, 

et 

m ~ oo 

F(s -f- at) ~ ^ 


m = — * 
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par consequent 

m=z oo 

(2) F(*)= 2 Km - 

m — — oo 

D’ailleurs, la nouvelle fonclion, designee ici par II(£), nc van era 
pas qaand on y fera croitre £ de a, et verifiera evidemmenl la 
condition 

(3) = 

la valeur de g dlant 

TCjt . 

q r- e n 1 . 

Enfin, si Ton suppose que la sommalion indiquec par le signe ^ 
s’etende seulemenl aux diverses valeurs positives ou negatives de m, 
la valeur m = o dlant exclue, alors, a la place de la formulc (a), 
on obtiendra la suivante 

m~ 00 

( 4 ) F(3) = A 0 4- A m , 

m-zz— 00 

la valeur de A 0 elan l 

(5) A 0 = f + 

D 7 autre part, si l’on d6signe par J\z) unc fonction de z qui 
demeure continue avee saderivec, lanl qu’cllercstclinie ; par(P, Q) 
la valeur de l’inLdgrale rectiligne 

et endue a tous les points de la droile qui a pour origine le point P 
et pour extremite le point Q; par S l’aire du parallelogramme 
dlementaire ABCD; enfin, par (S) Finldgrale Jf(Qd%, etendue^ 
tous les points situds sur le contour de ce parallelogramme, on aura, 
non seulemenl 

(Q) P) =-■ —(P,Q) 

et, par suite, 

(6) (S ) = (A,B)-h(B,D)-(G,D)-.(A,C), 

mais encore 


(7) 


(S) = a7c* < T[/(5)], 
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le signe £ etant relatif aux seules valeurs de £ qai representeronl 

les coordonnees de points renfercnes dans le paralldlogramine dle- 
mentaire ABCD. Celaposd, comme, enreduisant/(s) a la function 
doublement periodique F(s), on aura dvidemmenl 


et, par suite, 

la i'ormule ( 7 ) donncra 
18 ) 


(B,D) = (A,G) 
(S) = 0 . 


< T[F(0] = o- 


Si, au conlraire, on remplace/(s) par £[( 3 ), alors, en ayanl dgard 
a la formule (3), on trouvera 

(B, D) = (A, G), (C, D ) — A, B), 


et, comme on aura 

(A, B)= f U(Odr = flA,„, 


on tirera des formules ( 6 ) et ( 7 ) 


(S) — a(i —q-- m )\ m — o.Tzi (' Lit?); 


par consequent, 

< y) 


9 TC i 

a 


£,n(e) 

l — q * 


II resulte immediatement de cetle formule, jointe a liquation ( 4 ) ? 
que, si, en attribuant a z une valeur de la forme at -j- bt f , el 
a t f des valeurs r 6 elles dont la seconde resle comprise enlre les 
limiles o, i, on pose 

/»=«• 

p a 

HO) 6(5)= > --, 

W ~— ca 

on aura 

(11.) F(^) = Ao-H — ^ 0 (z-\-b — S)[^( £)] » 

le signe £ etant relatif aux seules valeurs •••? C[x de la 

variable £ qui v^rifieront liquation 
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et representeront les coordonneesde points renfermes dans l’inte- 
rieur du parallelogram me el&mentaire ABCD. D’ailleurs, on tirera 
de l’equation ( 10 ), en y remplacant m par — />?, 

(i3) O(^) = — 0(6 — z). 

Supposons maintenant quc les valeurs de 

Z, — z at -+- bt') 

designees par , £ 2 , ..., 2^, se Lrotivent rang^es d’apres Pordre de 
grandeur des valeurs correspondantes de t 1 . Soient, d’ailleurs, 

Zi, z„ H 

les poinls dont £ 2j - • •, Ky. rcprescntent les coordonnees imagi- 
naires. Si, dans le second membre de la formule ( 11 ), on atlribue 
a z un accroissement As lellemenl choisi, quc le point A' corres- 
pondant a la coordonnee imaginaire z + As soil renfermd dans 
Pint&ieur de la bande comprise entre la droite AB ct la parallelc 
men^e a cette droite par le point Z { , le terme 

A y =■' f* l' 1 (s —i— at ) dt 

J 0 

ne variera pas; mais, si le point A' vient a franchir cette parallele, 
le terme A 0 prendra un accroissement qui se dtSduira sans peine des 
formules ( 6 ), ( 7 ), ct dont la valeur sera 




le signc £ se rapporlant a la seule valeur de la variable Dans 
la memo hypo these, P expression 


^ < To(^-h6-o[F(0], 


que renferme le second membre de la formule ( 11 ), sc trouvera 
evidemment diminude du terme corrcspondant a la valeur dc 
etaugmentde du terme corrcspondant a la valeur ^ -j- b, Cela pose, 
il est clair que, si l’on assujettit 6 ( 5 ) a verifier gdneralcmcnl la 
condition 


04) 


H. - 1. 


0(,s —H = 0(<s) — 1 > 


6 
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la formule (u) pourra elre etendue an cas oil le signe £ serait 

relalif aux valeurs de £ qui represenleraient les coordonnees de 
paints renfermes, non plus dans le parallelogramme elemen- 
taire ABCD, mais -dans le parallelogramme semblable A'B'G'D' 
avec lequel on peut faire comcider le premier en transportant les 
cotes parallelement a eux-memes, et substiluant au sornmet A le 
soinmet A 7 . Par suite aussi, on pourra, en supposant le terme A 0 
reduit a une cons tan te dans la formule ( 1 i), admettre que, dans 

cetle formule, le signe £ se rapporte aux seules valeurs de ^ qui 
verifient l’equation ( 12 ), el sont de la forme 
(i5) ? — at bt', 

t ) t f etant des variables reelles comprises entre les limites 0 , 1 . 

En vcrtu de la formule ( 11 ), consideree sous ce point de vue, 
toute fonction de s qui, etant doublement periodique, res te continue 
avec sa derivee tant qu’elle ne devient pas infinie, se reduit a la 
somme d’un certain nombre de termes, dont chacun est propor- 
t.ionnel a une fonction de la forme 

0 ^1)? 

etant une valeur particuliere de z, ou bien encore a Pune des 
derivees de cette meme fonction differentiee par rapport a z. Tel 
est le theoreme fondamenlal obtenu par M. Hermite. Ajoutons quo 
la fonction designee ici par 8 ( 3 ) a evidemment pour ddrivee une 
fonction doublement periodique de z. Si Ton designe par <p(s) cetle 
derivee,' la fonction f(z) reslera continue, aussi bien qua 8(5), lant 
qu’elle ne deviendra pas infinie, et, par suite, rien n’empeebera de 
prendre pour F(s), dans la formule (11), ou la fonction ©(,5), ou 
une fonction rationnelle de <p(s). En rdduisant effectivement F(z) 
au carre de ®(z), M. Hermite obtient une equation qui serla expri¬ 
mer ce carre en fonction lindaire de cp (z) et de ® u (z ); il en conclut 
aisement que le carre de cp'(3) est proportionnel au produit des 
trois fa clears 

?(*) —?(^)> ?(-)— ? 0 ) — 

el la transcendante 8 ( 3 ) se trouve ainsi ramen^eanx fonctions ellip- 
tiques. Par suite aussi l’on peut reduire a une fonction rationnelle 
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de fonctions ellipliques toute fonction daublement periodique qui 
reste toujours continue avec sa derivee, tant qu’elle ne devient pas 
infinie ('). 

En partant des formules que nous'avons rappelees, et substituant 
aux periodes a, b les autres periodes qu’on peut introduire dans le 
calcul, en deplacant les sommets du parallelogramme elemen- 
laire ABCD, M. Hermite oblient successivement sous diverses 
formes la valeur dela Iranscendante 8(5). D’ailieurs, la comparaison 
des diverses formes sous lesquelles se pr^sente Q(s), et de ses divers 
ddvcloppements, permet a rauteur d’^tablir un grand nombre de 
propositions nouvellcs. L’une de ces propositions, tres digne de 
remarque, csl relative a I’inLcrvallc danslequel reste convergente la 
serie ([ui representc le ddveloppement de la fonction 6 ( 3 ) (-). 

En rdsumd, les Commissaires pensent que, dans le travail sournis 
a leur examen, ML Hermite a donnd de nouvelles preuves de lasaga- 
citd qu’il avail ddju montree dans de precedentes recherches. Ils 
pcnscnl ([uc ce travail est tres digne d’etre approuve par l’Academie, 
cl insdrd dans le recueil des MSmoires des Savants elrangers. 


(*) en 18/^, xM. Liouville avail obtenu, par une m^thode tres differente de 

celle qu’a suivie M. Hermite, et avaitdnoncd, cn presence de ce dernier,la reduc¬ 
tion ici indiqude. 

( 2 ) M. Hermite, ap.rds avoir fixd l’intcrvalle dans lequel le d^veloppement de la 
transcendanlc 0 (5) demeure convergent, prouve que, dans le cas ou cet intervalle 
atteint sa valeur maximum, lc rapport entre cet intervalle et le plus petit c 6 te d’uu 


parallelogram me dldmcnlairc ne pcul s’abaisscr au-dessous de • M. Jacobi, 

dans une Lctlre adressee & M. Hermite, avail <§nonc 6 une proposition qui coincide 
avec cc llnSorerne, ct qui s’appliquait k la transcend ante ©(3). 



NOTE 


SUR 

LA REDUCTION DES FONCTIONS HOMOGENES 

A COEFFICIENTS ENTIERS ET A DECX 1NDETERMINEES. 


Journal fiir die reine und angewandte Mathematik, 
Tome XXXVI; 1848. 


Soit 

/(/, x) = ky 11 h-B#/'*- 1 -!- Ca? 2 r "- 2 h-. . .h- K x tl ~^y -+- 
la forme proposee; nommons 

a i> a 2? ct 3 , .a ;i 


lesracines, supposees d’abord toutes reelles, de l’dquation 
kz* -+- B^-»-+- G^-2 . .-t- K.s -t- L = o; 


je defmirai ]e determinant de f(j, x) la plus petite des valeurs 
que peut prendre 1’expression 


D = A 



lorsque les quantites A 4 , A# prennent toutes les valeurs 

xdelles et positives depuis zero jusqu’a l’infini. Et d’abord un tel 
minimum existe toujours, comme onlereconnalt aisdment; posant 
done les Equations 


d D 

d&! 


= o, 


dD _ 

dA, ~° 


* • ) 


d D _ 

dA„ ~ 0> 
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on est assure d’avance cju’elles seront satisfaites, an moins par un 
systeme de determinations r^elles et positives de A,, Ao, ..., A,;. 
Ces equations deviennent, en prenanL 


2 A 2A'( a j)~ 

i J i 1 


<0 


sA = nA! 


n?A 

d\[ 


2 A = 71 Ao 


fl?A 

rfA a * 


a A = 


7i A,, 


_^A 

^A,/ 


cl, a propremenl parler, dies ne conliennent que les rapports 
~ 7 etc. Leur somme d’aillcurs donne l’identite 

Aj A! 


2 A = Ai 


d\ 

d\ i 


d\ 

d\. 


<a?A 


Cette definition du determinant pour line forme f(y, x) de degre 
quelconque comprend, commc il est aise de le voir, le cas parti¬ 
cular des formes quadraliqucs; mais, en passant aux valeurs sui- 
vantes de n, la determination de D, en fonclion des coefficients A, 
B, ..L, exige la resolution d’dquations alg^briques de degr6 de 
plus en plus eleve, et dont voici le caractere essentiel. Represen- 
tons en general leur premier mcmbre par 

F(D, A, B, C, ..., K, L), 

le coefficient de la plus haute puissance de D etant l’unite, jc dis 
qu’il ne changera pas de valcur, si Ton y remplace respeclivement 


par les coefficients 

A, 

n, c, .. 

•, K, 

A', 

B', C', .. 

K', 

de la transformee 





f(my'-\- m*x r y ny 'h- n°x r ) =f 1 (y , y %') 

= My r/l -h US'x r y' ,l ~~i -+*..K 'sdn-iy'-h L r y’ n , 

les entiers m, m°; n , n° 6tant soumis a la condition 

mn° — nm° = ± i. 


Pour le faire voir, soit 


en posant 


, n 0 ai — m 0 

a = -, 

m — n a,* 

on aura 

3?') = A'(/ — v.\x r ) (/ — % , 1 X r ). . .(j'— 
et 

A f = A(m — ncc i )(ni — noL 2 ).. .(t?i — ncc n ). 

Or si l’on substitue, dans les equations (i), a'- a a/ pour obtenir 
les valeurs des quantites A relatives au determinant de la nouvelle 
forme f { (/', #'), comme les differences a'- — ay deviennent 

_ «t — «/ _ 

( m — ;i a/) (m — /* ay) 

on voit immEdiatement que cela revient a prendre pour inconnue, 

en general, -——- an lien de A/; done, par cette substitution, 

A i; Ao. ..., A„ deviennent simplement, a un facteur constant pres, 
(m —7za!) 2 ^n ( m — noL^y A 2 , _ 

Soit \ ce facteur indetermine; il en rEsulle que, par la substitu¬ 
tion de a', a a/, A == ~ 52 A/Ay (a* — ay) 2 se change en l 2 A, mais la 
valeur de D reste absolument la meme, le produit 

1 n 

( m — nct 1 )(ni — na 2 )...(/?z— ncc n ) 

disparaissant comme facteur commim au numEraleur et au ddno- 
minateur, d’apres la valeur ci-dessus de A'. Ainsi, les deux Equa¬ 
tions en D, qui sont relatives a la forme pi'oposde et a sa trans- 
formee, ont les memes racines, et sont par consequent identiques. 
Voici maintenant quelques exemples du calcul de D : 

i° n = 3, 

f(y, a?) = Ajk 3 4- C/# 2 4- Da? 3 . 

On trouve 

A = A 2 (a 1 — a 2 ) 2 4- A t A 3 (aj — a 3 ) 2 4 - A 2 A 3 (a 2 — a 3 ) 2 , 

et les Equations ( 1 ) deviennent 

2 A = 3A] [A 2 (a 1 — a 2 ) 2 4 - A s (ai — a 3 ) 2 ], 

2 A = 3 A 2 [Ai(a 2 — a0 2 4- A 3 (a 2 —a 3 ) 2 ], 

2 A = 3 A 3 [Aj(a 3 — a i) 2 4- A 2 (a 3 — a 2 ) 2 ], 
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d’ou l’on tire 

Ai A 3 (ai — a 3 ) 2 = A 2 A 3 (a 2 — a 3 ) 2 , A 2 Ai (a 2 — aj ) 2 = A 3 Ai(a 3 — ai ) 2 

on bien 

A2 __ ( a i — «s ) 2 A3 __ («! — a 2 ) 2 

Ai (a 2 — a 3 ) 2 ’ Aj (a 2 — a 3 ) 2 

Soit done 

Ai = (a 2 — a 3 ) 2 , A, = (ai — a 3 ) 2 . A 3 = (a t — a 2 ) 2 ; 

on obtiendra succcssivement 

A = 3 (tt! — a 2 ) 2 (cu — a 3 ) 2 (a 3 — «i) 2 , 

AiA 2 A 3 = (ai — a 2 ) 2 (a 2 — a 3 ) 2 (a 3 •— ai) 2 , 

cl, par suite, 

3 

B = A---j- = j [27 A 4 (a x — a 2 ) 2 (a 2 — a 3 ) 2 (a 3 — a^ 2 ] j 4 

(A a A 2 A 3 ) 2 

= j ^7[B 2 G 2 — 4 B 3 D— 4G 3 A*— 27A 2 D 2 -h 18 ABCD] 

■*° n = / h 

fiy, cc) = Ajk 4 4- Bj/ 3 # 4- Cjk 2 ^? 2 4 - Dyx 3 4- E# 4 . 

II vicnl alors 

A = 2Ai[A 2 (ai — a 2 ) 2 4 - A 3 (ai — a 3 ) 2 4- A^(oc x - - a 4 ) 2 ], 

A = 2 A 2 [ A| (a 2 — #i ) 2 4 ~ A 3 (a 2 — a 3 ) 2 4- A 4 (a 2 — a 4 ) 2 ], 

A = * 2 A 3 [A x (a 3 — ai ) 2 4- A 2 (a 3 — a 2 ) 2 4- A 4 (a 3 — a 4 ) 2 ], 

A = •2A 4 [Ai(a 4 — ai ) 2 4 ™ A 2 (a 4 — a 2 ) 2 4 ~ A 3 (a 4 — a 3 ) 2 J; 

on cn deduit, par une combinaison facile, 

Ai A 2 (ai — a 2 ) 2 = A 3 A 4 (a 3 — a 4 ) 2 , 

A 2 A 3 (a 2 —a 3 ) 2 = A*Ai(a 4 — ai) 2 , 

Ai A 3 («! — a 3 ) 2 = A 2 A 4 (a 2 — a 4 ) 2 , 

ou bien encore 

Ai(a t — a 2 ) 2 (ai - a 4 ) 2 = A 2 (a 3 — a 2 ) 2 (a 3 — a 4 ) 2 , 

A 2 (a 2 — a 3 ) 2 (a 2 '— a 4 ) 2 = A} (ai— a 4 ) 2 (ai — a 3 ) 2 , 

Aj(a 4 — a 2 ) 2 (a 4 — a 3 ) 2 = A 2 (a 4 — a 2 ) 2 («i — <b)K 
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Ainsi, nous prendrons 

Aj = (a 2 — a 3 ) 2 (a 3 — a 4 ) 2 (a 4 — a 2 ) 2 , 
= (a 3 — a 4 ) 2 (o£ 4 — «!)*(<*, — a 3 )*, 
A 3 = (a 4 —a^Ot — a 2 ) 2 («2 —a 4 ) 2 , 
A l = (a! — 3C 2 ) 2 ( a 2 — a 3) 2 ( a 3 — a l) 2 > 


et pour avoir, comme la question l’exige, des determinations posi¬ 
tives, nous supposons 


a 1 >a 2 >a 3 >a i , 

ce qui donnera 

Ai == — (a 2 ~a 3 )(a 3 -—a 4 )(a 4 -—a 2 ), 
A 2 = — (a 3 — a 4 ) (a 4 — c^) (c^ — a 3 ), 
A 3 = —(a 4 — a 1 )(a, — a 2 ) (a 2 — a 4 ), 
A 4 = — (a t — a 2 ) («2 — a 3 ) (a 3 — aj). 


Soit, pour abr^ger 1’ecriture, Q le carre du produit des six diffe¬ 
rences des racines prises deux a deux; on conclura de ce qui 
precede ( ] ) : 

A A 2 A 3 A 4 = Q, 

A =40 2 ( *i—a 3 )(a 2 — a 4 ), 

« A A 

B =- j = 4 A(ai— a 3 ) (a 2 — a 4 ). 

(At A 2 A 3 A 4 ) 2 


La determination de D, en fonction des coefficients de 
se ram^ne aisement a la resolution d’une equation du troisieme 
degre : en representant par 3>(A, B, C, D, E) la fonction ralion- 
nelle et entiere de ces coefficients qu’on obtient pour le produit 
symetrique A 6 0, cette equation sera 

D3_ 42D(C 2 —3BD iaAE) — 4* = 0? 

et ses trois racines 

4 A(a t — a 3 ) (a 2 —a 4 ), 

4A(a 2 — a A ) (a 3 — a 4 ), 

4A(a 3 — a 2 ) (a x — a 4 ). 

Voici maintenant la metbode generale de reduction; ayant deter- 


( ) Nous corrigeons daos les lignes qui suivent quelques l^geres erreurs de 
calcul sans aucune importance pour la th^orie g6n£rale. E. P. 
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mine par la theorie precedenle les quantiles A 1? A 2 , .A„, soil 

y = my' -h , 

x = 71 j/ -+- /i° a?', 

la substitution proprc a reduirc la forme binairc 
A i (JK — a t ^) 2 -H A 2 (j~a 2 ^) 2 -h. . A „(y — 

dont lc determinant change de signe est la quantile designee ci- 
dcssus par A, je dis que cctte meme substitution effectuee dans la 
forme proposee f(y,x) conduira a line transformed f\(y ! , oc r )> 
dont tous les coefficients auronl dcs valeurs limilecs qui dtSpen- 
dront seulemcnt du determinant D ct de l’exposant /?. 

Soil 


a =A l (m —n ol 1 )® -b A 2 (/;i —11 a 2 ) 2 —n a,*) 2 , 

a 0 = Aj ( m Q — n° ot.i ) 2 -+- A 2 ( 7 ?i° — a* a 2 ) 2 -b A w ( 7 n° — /z° cc /t )~ ; 


d’apres lc caracUdc principal des formes binaires reduiles, on aura 

aa 0 < J A, 

ce qui donne, en supposanl a ca 0 , la limiLe a- A; or voici les 
consequences qui s’en ddduisenl : En premier lieu, le produit des 
quantiles positives 

A [(ra —Tiaj ) 2 , A 2 (/n— n a 2 ) 2 , 


ne pouvant d^passer son maximum > on aura 

Ai A 2 ... A /fc (m — na x y (m — n<x % y.. .(m — na n y < » 

d’01'1 l’on tire aisdmenl 

/[ \ 2 w / 4 \ 4 n 

A (m — 7ia 4 ) (m — 7ia 2 )...(7?i — na ri ) < ( - j (~) D. 


Secondement, si l’on omet dans a le termc A/(m — /ia/) 2 3 en 
raisonnant comme tout 4 Fheure, on tr ouver a 


A t A 2 ...A^j A / +1 A/4 _ 2 ... A n (m — 7 iaj) 2 . . .(m — na/^)* 

X (m— 7i a/-Hi ) 2 .. ,(t?i— /ia,i) 2 < 
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multipliant membre avec Pinegalite A/(m 0 — /z°a/) 2 -< a 0 et posant, 
pour abreger, 

(a/) = (m — na t ) (m — na 2 ).. .(m° — n°a;). . .(m — nz n ), 


•on obtiendra facilement 

A(a/) < 


(„_i) 

2 / 4 


a!" 


D. 


Ces deux conclusions auxquelles nous sommes arrive d^montrent 
imm^diatement la proposition annoncee; en effet, soit comme prd- 
•cedemment 


A(f, *') = a?') (/ — a' 2 a/).. dj/ — <4 a?'), 


•on aura 

k! ■= k(m — naL i ){m — /ia 2 ).. .(m— 7ia /t ) < 



el 


n° a z - — m° 

- Tl OLi 


L_V‘" *’ 

A' ^ A' \ n — i ) 



B; 


ainsij le nombre entier A 7 , d’une part ; et toutes les quantiles a', 
a' 2? ..., de l’autre, sont limitdes; done il en esl de m&me encore de 
tous les aulres coefficients B', C/, .L'. Entre autres relations 
•qu’on pent 6tablir a cet egard, on doit remarquer la suivanle, qui 
fournit une limite du produit des coefficients extremes, savoir 


A'L'< 



1 ) 2 . 


Je vais maintenant considerer les formes /(y> cc), ou les racincs 
•de liquation /(s, t) sont en partie rdelles et en partie imaginaires; 
nommons done 

CC h a 2 , a 3, •••, 

les racines reelles, et 


Pi, ti; Pa, y*; Pv, Tv* 

les divers couples de racines imaginaires conjugudes, de sorte que 


jjl-H av = n; 
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posons 


A = £2y2, A ' A ' (a, - a ' ) ‘ 

1 1 

V V 

+ \ 2 -2, A ' A '- < P‘ - T/) ( h- V)} 

1 y 1 

V JA 

+ 2 ^.A,A' (■a, — $j) (a/ — Ty ); 




je dcfinirai le determinant dc /( y, x) la plus petite des valeurs 
que pent prendre 1’expression 


D = 


A A * 1 


(A 1 ...A^)*(A'A' 4 ...A , v ) 

lorsque les quantiles A,, A a , ..A^; A', A!,, A^ passent par loutes 
les valeurs rdellcs el positives, depuis z^t'O jusqu’a l’infini. On ob- 
ftiendra alors, pour le minimum cberchd, les equations 


o?A 

a A = 

<iA 


d?A 

5SI’ 

n ^dKi’ 

• • • J 

II 

3 

dL 

4A = 

. <^A 



dK 

71A * 3*4’ 

* * • 3 

-i-N 

il 

S3 

t> 

c ^ 

r> ; 
< ' 


a A = ttAj 
4 A ~ a \\ 


•el im raisonnement scmblable a celui qui a did employe ci-dossus 
prouve que loutes les transformees /, (y ! : x 1 ), dquivalenlcs a la 
forme proposdc, conduiront a la m^mc equation pour d etc rani ncr D 
en fonction de leurs coefficients. 

D’apr£s cola, je fais dans /(jq x) la substitution 

y = my' m°x r , 
x = ny' -+- n Q x' 

propre k reduire la forme binaire quadratique 
Ai (y — cciXy + A2(7 — «2^) 2 -K . . 4 - ApXjK — OL^xy 

+ A i( r — P1 ®) (r —t 1 x ) ■+■ A i (y — P 2 x) (/ — *r 2 #) + • •. 

•+• A v(r — Pv«) (r — Tv*^) 

de determinant — *A, et je dis que tons les coefficients de la trans- 
formee f { x r ) auront des valeurs finies, limit^es settlement au 
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moyen de D et des nombrcs p., v. Soil 


el 


fi (/, »') = A (y — ct\ a?') (/ — a ' 2 .. -(y — ) 

x (y — pi ^) (y — pi ^) -.. cy — p' v *?') 

x cy— m (y - Y2 • • • (y—fv ^) 

A' = A (m — na\)(m — n a 2 )...(in — n a^) 

X (m — n^ 1 )(m — p 2 ).. .{m — n p v ) 

X (m — n Yi) (m — n y.,)... (m —• n y v ). 


On pourra comme pr^cedemment fairc 

, _ A( a/ ) A(p/) 

j.[ - A , > P/ — A / > 


A(y/) 

A' ’ 


el l’on obliendra, par des raisonnements analogues, 


A ' <2V (i 


4 

3 


1 



B, 


en parlant de la relation 


\ l (m— na t y 4 - A 2 (/?i-na 2 ) 2 4-.. .4- A [X (m — 

4 - Aj (m — ^p t )(— n-( 1) 4- A' 2 (w — n^)(m — ny 2 ) 4-... 

4- A' v (m — » p v ) (;?i — /iYv ) < A. 

On aura encore les deux limiles suivanles 




Ainsi le coefficient A', les racines r^elles et les modules des racines 
imaginaires sont limits comme je l’ai annonc^; done il en est de 
meme de tous les nombres entiers qui forment les coefficients dc 
la transformee f ] ( y f : x ! ). 

Les principes precedents s’appliquent avec beaucoup de facility 
aux formes cubiques et biquadratiques; on observe alors cette cir- 
Constance remarquable que, pour chaque degr£, e’est toujours la 
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mtaie equation en D qui vient s’offrir, bien que les calculs par les- 
quels on j arrive different beaucoup, suivant le nombrc des racines 
reelles et imaginaires, mais je n’ai pu jusqu’a present decouvrir la 
raison gen^rale de ce fait important. 

Le cas des formes binaires du second dcgre a faclcurs reels, si 
distinct des autres, se rattache a une tlieorie tres etcndue fondle 
sur la reduction des formes quadraliques a un nombrc quelconque 
d’ind^terminees, et qui embrassc loutes les irrationnelles alge- 
briques; jc la soumettrai dans un prochain Memoire au jugemenl 
des G^ometres. 

Paris, mars 1848. 



SUR LA THEORIE 


DES 


FORMES QUADRATIQUES TERNAIRES. 


Journal fur die reine und angewandte Mathematik, tome XL; i85o. 


Un des principaux caracteres des formes ternaires reduitcs,, 
lorsqu’elles sont defmies, consiste en ce que le produit des coeffi¬ 
cients des trois carres des variables est toujours inferieur au 
double du determinant. C’est la, comme on sait, une limite pre¬ 
cise, decouverte d’abord par induction, puis demontree par 
M. Gauss dans l’ecritsi remarquable sur l’Ouvrage de M. Seebcr. 
Mais les transformations analytiques de l’expression 

D = aa r a" h- ‘ibb'b" — ab % — a* b’- — a" b n 

donnees par l’illustre geometre, et desquelles resulte avec tanl 
d’^legance la limite indiquee, me semblent tenir a des principes 
singulierement caches, et qu’il m’a ete impossible de retrouver 
malgre tous mes efforts. Apres de longues recherches, j’ai d^couvert 
enfin une methode nouvelle pour obtenir la limite de M. Gauss, et 
je vais la developper dans cette Note, apr£s avoir d’abord donnd 
une demonstration simple de l’existence des caracteres attribues 
par M. Seeber aux formes reduites. 

Soit, en suivant la notation des Disquisitiones arithmetical, 

/= aa? 2 -+- a'j 2 + a"z* -+- ibyz - 4 -ib'xz -+- ib" xy 

une forme defmie positive a coefficients quelconques, car il n’y a 
aucimement lieu de les supposer entiers dans la theorie de la 
reduction. Considerons la s&rie entire des transformees distinctes 
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equivalents a/, et formons un groupe parliculicr de celles ou le 
coefficient de Tun des carres a la plus pelile valeur possible. 

Reunissons ensuite dans un second groupe Louies les formes du 
premier, ou un autre coefficient des carres est encore le plus petit 
possible. Enfin, formons un dernier groupe des formes prdce- 
dentes, ou le troisieme coefficient des carres est un minimum : je 
dis que les formes, ou la forme unique obtenue ainsi, offriront 
Lous les caraeteres des reduites de J\J. Sceber. 

Qu’on les represent, en ellet, par 

F = + A'j* + -+- 2 li'xz -+- 2 B "xy = (^’ 

les diverses formes binaires 

(A, B", A'), (A, IV, A'), (A', B,A') 

scronl nccessairemenl rdduites. Si, par cxemple, (A 7 , B, A 77 ) ne 
retail pas, en eficcluant dans E la substitution propre a la r6duire, 
on arriverait a une transform ec equivalent, ou bun an moins des 
coefficients de y~ cl scrail dimirme, A restant le memo; e’est 
done a cctte transform^ que la mdlhodc employee aurait conduil, 
et non a la proposee. Dans le cas ou B, B 7 , B 7/ sont mSgatifs, il 
faut encore arriver k la condition 


ou bien 


A +A' > ~~~ 7. (n -4- ir -h in, 

A A' h- A"-h a B H- W h- -2 B" > A", 


A' 7 designaril le plifs grand des coefficients des carres. Pour cela, 
consiildrons la transformee dquivalenle a la proposee, obtenue par- 
la substitution 

a? = X -i~ Z, 

y + z, 

z = Z, 

ou les coefficients de X-, Y 2 , Z 2 seront respectivement, A, A 7 , el 
A -f A 7 H- A 77 + 2 B + ^B 7 H~ 2 B 77 ; cette derni&re quantity ne pent 
done 6tre inferienre k A 77 , car e’est encore k cctte transform^ et 
non k la proposde que laimRhode ctit conduit. 

JPomettrai, pour abr^ger, l’algorilhme de reduction anquel les 
caract&res des formes reduites conduisent tout naturellement, car 
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ii ne me semble pas tres important au point de vue de la tlieorie, 
el j’arrive a mon principal objet, a la condition 

A A'A"< 2D. 


Tout repose sur le question suivante : f(x, y, z) etant uiie 
forme defmie quelconque, determiner la limite precise du minimum 
de /(.r, y 1 i), pour des valeurs entieres de x ely. 

Reduisons la forme binaire qui resulte des termes du second 
degre de f(x : y, i), par une substitution propre ou impropre 

x = mX -h n Y, 
y = +vY, 

de maniere que le coefficient moyen de la transform^e soil posilif 
(c’est Ik une condition essenlielle, pour les considerations gdo- 
melriques que nous aurons a d^velopper tout a l’heure), et posons 

/(mX+ tzY, jjlX+vY, i) 

= AX 2 -+- sB'XY -+- A'Y 2 ~h 2 BY -+- sB'X -+- A" = F. 

Eu designant par a et [3 deux constantes convenablement choi- 
sies, on pourra faire 

F = A(X + a)* + 2B'(X + a)(Y+ P) A'(Y 0 )*-+- 

D 6lant le determinant de f(x, y, z) et A celui de la forme binaire 
(A, B", A') qui est reduite et ou B ir estpositif. Soient, enfin, !• el yj 
deux nombres entiers tels que ^ + a el [3 soient positifs el 
moindres que 1’unitd; je dis que le minimum de F correspondru 
a l’un des quatre systemes de valeurs 

X = 5, Y = 7), 

x = 6 —I, Y = 7], 

X = Y = Y) I, 

X = 5 —1, Y = 7 ] 1 . 

On sail, en cffet, qu’une propriete essenlielle des formes binaires 
reduites cp (#, y) consiste dans la relation 

— hr) <?(^/), 


si l’on a a la fois 


x >jr et x > 1, 
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ou bien encore 
avec les conditions 


?0 7 jr — 0 < 
y > x et y > i. 


Les quatrc systemes dc valeurs considerecs sont d’ailleurs evi- 
dcmment les seuls pour lesquels les valeurs absolues de X-ba, 
Y 4- [3 soient inferieures a 1’unite, el il nous reste a determiner 
auquel de ces systemes correspond le minimum absolu de F, ainsi 
qu’a trouver une limite precise de ce minimum. 

Pourcela, j’aurai recours aux considerations g^om^triques sui- 
vantes : 

Soit OAB un triangle tel qu’on ait 

OA 2 =:A, OB 2 =A', OA.OJ3 cos A OB = B"; 


Fig. i. 


B P' O' 



1c carre de la distance a I’origine O, d’un point M dont les coor- 
doimecs obliques paralleles a OA et OB sont et OB.//, sera 

precisemen t la valeur de la forme binairc A l' 2 uW lu 4- A f u 2 ; el 
si on la designe un instant pour abreger par o{l 7 u) : on voit faci¬ 
le men t qu’on aura les relations 

MO =cp (/,«), MA = cp( t — i, u), 

MB = cp(£, u i), MO' =cp(^ — i, u — i), 

cnacbevant le parailelogrammc OABO'. Cola posd, il esl. main te¬ 
nant facile de reconnaitrc quelle cst la plus petite de ces quatrc 
distances. 

Soient C el C! les centres des ccrcles circonscrits aux triangles 
OAB, O'AB ; menons d'unc part les perpendiculaires CP, CQ, sur 
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les milieux de OA el OB, de l 5 autre les perpendiculaires G'Q', 
OP', sur les milieux de O'A, O'B, et joignons C G; selon que le 
point M tomhera dans Finterieur des figures 

OPGQ, PAQ'C'C, C'Q'O'P', P'BQCC', 

le sommet le plus voisin sera 

0, A, O', B. 


Mais, dans ces divers cas, la distance la plus grande au sommet 
correspondant ne surpassera jamais CO = CA — AC' — C'O', ..., 
c’est-a-dire le rayon du cercle circonscrit au triangle OAB. Or un 
*calcul Lien simple donne 

—2 AA'CA+A'-aBQ 

4 (AA'~ B" 2 ) 

Nous voici done conduits a cette limile precise du minimum 
de F ou de F expression proposee f(x, y, i), savoir 


,, , ^ AA'( A 4- A'— 2 B") 

/(*>?> 0 < —----- + 


4A 


D 

A * 


De la, comme on va voir, se deduit imm^diatement la proposi¬ 
tion que nous avions en vue. Ddsignons par 


f(x, y, z) = 


a , a\ a n \ 

b, b\ b'j 


une forme definie reduite, ou les coefficients a : a', a!’ sont ranges 
par ordre croissant de grandeur; (&, b ,r , a!) sera, comme on Fa vu, 
une forme binaire rdduite, et nous pourrons toujours j supposer 
b rr positif. J’ajoute que o! ! estle minimum d ef(x,y, i) pour des 
valeurs entieres de x et y, savoir pour x= o, y= o; s’il exis- 
lait, en effet, deux entiers, m et n, pour lesquels on eut 


f{m, n, i )<a” 

la substitution 

x = X h- m Z, 

^ = Y+/i Z, 

* = Z 

donnerait une transform^ equivalente, ou a et a! seraient con¬ 
serves, tandis que a!' serait remplace par la valeur moindre 
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f(m, 72, i); c’est done celte transformee gui serait la reduite et 
non la propos^e. 

Nous pouvons ainsi, entre les coefficients de f, etablir la relation 
obtenue plus haut, savoir 

,, ^ act'(a — 2 b”-b-a') t D 
a < 4(aa'-6"*) h act'- !>"*' 

On en deduit 


d’ou 


D > a’ r {aa’ — b ” 2 ) — J- aa’ (a — 2 b" a'), 

2 D — aa'a ff > a a’ a!' — 2 a” b " 2 — i aa’ (a — 2 b” -+• a!). 


Or le second membre de cette in^galite est essentiellement 
positif; en effet, pour la plus petite et la plus grande valeur de b rf , 
savoir 

b" — o ct b"—±a, 

il se r^duit a 


a a! a!' — \aa\a- 4- a') = aa’[±(a lr — a) * 4 -1 ( a” — a')], 

et a 

aa’a” — 1 a 2 a ”— A aa’ 2 = | aa"(a'~ a) - 4 - i aa'(a ”— a ’); 

quantites positives. Si done pour des valeurs interm^diaires de b n 
ilpouvait devenir n^gatif, ce ne serait qu’a la condition de s’eva- 
nouir deux fois dans l’intervalle compris entre les limites ¥ = 0 , 
b ,f =^a; mais cela est impossible, liquation 

aa’a !’— 2 a! r b” 2 — J aa\a -4- a’ — 2 b”) = o 


ayant necessairement ses racines de signes contraires. 
On a done toujours, comme nous voulions F^tablir, 

a a’ a” < 2 D. 


Paris, avril i85o. 



LETTRES DE M. HERMITE A M. JACOBI 


SUR DIFFERENTS OBJETS 

DE XA 

THfiORIE des nombres. 


Opuscula mathematica de Jacobi , tome II, et Journal de Crelle T 

tome 40. 


Premiere Lettre. 

Pres de deux annees se sont ecoulees, sans que j’aie encore 
repondu a la lettre pleine de bonte que vous m’avez fait l’hon- 
neur de m’ecrire (*). Aujourd’hui je viens vous supplier de me 
pardonner ma longue negligence et vous exprimer toute la joie 
que j’ai ressentie en me voyant une place dans le recueil de vos 
OEuvres. Depuis longtemps eloigne du travail, j’ai dtd bien louche 
d’un tel temoignage de votre bienveillance; permettez-moi, 
Monsieur, de croire qu’elle ne m’abandonnera pas; elle me devienl 
encore en quelque sorte d’un plus grand prix en me sentanl, 
apres un long intervalle, ramene de nouveau a l’etude, sur la voie 
de quelques-unes de vos pensees. 

J’ai cru voir l’origine de belles et importantes questions cl’Ana¬ 
lyse dans cette partie de votre Memoire : De junctionibus qua- 
drupliciter periodicis, etc., ou vous etablissez l’impossibilite 
d’une fonctiona trois pdriodes imaginaires. L’algorithme si singu- 


(’) Cette le ttre, imprimee dans le Journal de Liouville , Vol. XI, p. 97 , et 
dans le premier \olume des Opuscula mathematica , p. 35^, porte la date du 
6 ao,it l8 i 5 - Jacobi. 
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iier, par lequel vous reduisez a. un degrd de petitesse arbitraire les 
deux expressions 

ma 4- m r a’ H- m w < 2 r/ , mb 4- m! b' H- m" b' f , 

n’est-il pas le premier exemple d 7 un mode nouveau d’approxima- 
lion, ou les principales questions de la iheorie des fractions con¬ 
tinues viennent se reprdsenler, sous un point de vueplus etendu? 

Par exemple, diant donndes deux irrationnelles A, B, onpourra 
determiner, lorsqu’elle exisle, toutc relation lindaire telle que 

A ct —i- K b 4— c = o } 

ou a , c sont entiers. Qu’on prenne, en effet, 

mk. — m! — a, m B — m” = [j , 

a ct (3 pourront devenir aussi pc Li is que Pon voudra; d’ailleurs 
on en conclura 

aa+ b$ = m(Aa4-B&) — am ' — b m" = — (am! 4- bm ,r cm). 

Le second membre cle cette dgalitd est un nombrc enlier, done 
aa. -j- bfi ne pourra climinuer au delk de l’unild sans se rdduire a 
zero. Ainsi le calcul des nombres, zn, m\ m r \ poussd a cette 
limile, il n’y aura plus qu’a convcrlir ^ cn fraction continue pour 
obtenir la relation chcrcliee. 

Chercliant a appliquer le nouvcl algorithmic aux irrationnelles 
ddfinies par des equations du Lroisieme degrd a coefficients 
entiers, j’ai vu s’offrir quclques questions d’une grande 6 ten due 
auxquclles je me suis principalcmcnt appliqud, el qui m 7 onl 
amend k considdrer la mdlhode d 7 approximation que je me pro- 
posais d’dtudier, sous un point de vue bien dloignd de son origine. 
C’est dans quclques propridl.es trds dldmcnlaires des formes qua- 
dratiques, a un nombre quclconquc de variables, que j’ai ren- 
contrd les principes d’Analjse dont je vous demande la permis¬ 
sion de vous entrelenir. 

J’ai tird de ces principes unc ddmonslration dc votre beau 
thdoreme sur la ddcomposition des nombres premiers 5w+i, en 
quatre facleurs complexes, formds des racines cinquidmes.de 
l’unitd. Je ne sais, Monsieur, s’il me sera donnd de vous suivre 
dans les nouvelles rdgions de l’Arithmdtique transcendante dont 
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vous avez ainsi ouvert la voie. Jusqu’ici j’ai eu plutdt 
dans cette recherche, Fapplication qui s’offre d’elle-nGe; 
theorie de la division des fonctions abeliennes dependant 

tegrale f . . Peut-etre, d’ailleurs, trouvera-t-on la 

J y l x* 

ments nouveaux pour cette question si difficile des lois 
procite des residus de cinquieme puissance, surlaquelle v< 
lc premier appele F attention des geometres. 

Tout polynome homogene du second degre an + i vj 

Oj • j &ti ), 


peut elre mis sous la forme 

i elf i df 

f = - -~-x 0 + J 

Si l’on pose 


■ 


lAf. =x 

2 dx o “ °’ 


* df 

2 dxi 15 


i*L x 

i dx* n - 


1 d f = V 

2 dx n “ A 


en nommanl D le determinant relatif a ce systeme d’e< 
lineaires, la substitution des variables X 05 X 1? - . . X,* co: 

un nouveau polynome que je representerai ainsi, savoir 

F (X 0 , X 1? ..., X„) 

D 

Cela etant, je nommerai D le determinant de f, et F . 
adjointe a /; on trouve ensuite ais&nent que la forme o 
d F, sera D n ~*f. 

La notion des formes adjoinles donne le theoreme suivs 

Si la forme /, an -pi variables x {)7 %/n se 

par la substitution 

+ a7 0 = o, 

Pjo P'/i ■+■ PV2 ■+*. • $ {rl -Vy n -i Xi = oj 

.* • • j 

ljo -+- Xji -+- V'jz -t-... -h 1 —• x n = o, 

<?/i forme g 7 qui n’en renferme plus que n , le deter 
relatif a g s’obtiendra par la forme adjointe F, en c 
aux variables X 0 , X,, ..X^, respectivement, les 
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representees par les coefficients des termes x 0 , xx n dans 
le determinant de la substitution y ces derniers termes etant 
re gardes comme une (n 1 y& me colonne de coefficients. 

Un autre theoreme essentiel, dans mon analyse, se fonde stir la 
proposition, aisee a demontrer, qu'etant donnde une forme binaire 
(«, Z>, a ! ) de determinant negatif — D, et dont les coefficients ne 
sont plus entiers, mais des quantites quelconques, Ton peat tou- 
jours trouver deux nombres entiers premiers entre eax, a, (3, tels 
qu’on ait 

a a 2 h- 2 b ap -4- a P 2 < \J § D . 

Quant aux formes de determinant positif D, on obtient dans 
tous les cas la limite inferieure 

a a 2 h- 2 6 -h a r p ^ < /D. 

Soit actuellement /(# 0 , • • •? °°n) une forme quelconque a 

n- 4-i variables, dont les coefficients soient entiers ou irrationnels, 
et dont le determinant soit D en valeur absolue; je dis qu’on 
pourra toujours trouver n -4- i nombres entiers t a, (3, y, . . ., X, 
tels qu’on ait 

/(“.P.T. "v/d. 

Supposons que ce theoreme soit vrai pour les formes de n va- 
riables, on pourra demontrer qu’il est vrai aussi pour les formes 
de n H- i variables; il sera done vrai, en general, puisqu’il a lieu 
pour les formes binaires. Cette demonstration se base sur le 
lemme : 

Que Von peut toujours determiner n colonnes de n -f- i 
nombres entiers telles qu’en ajoutant une \(n + i)^ me colonne 
et formant le determinant, les coefficients multiplies dans ce 
determinant par les differents termes de la (n +i ) ibme colonne 
soient des nombres entiers donnes. 

En effet, etant proposes n + i nombres entiers quelconques, 

a, p, Y? • • • ? ^ j 

determinons a, 6, c, . . k d’une part, c ! , d ! , .. n k ! del’autre, 
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par les Equations 

a(3— b'j. = a 1? c'y — ciz 1 = tt 2 , ./c'x— kiz n — 2 = 

ou tt* designe le plus grand common diviseur de a et p, tz 2 le 
plus grand commun diviseur de y etTc i? . . tu / z _ 4 le plus grand 
commun diviseur de Tz n _ 2 et x, on saura prouver que le determi¬ 
nant du systeme 


(O) 

i 

■^1 

b_J 

Tl 0 

bcZ 

■*3 

bed s 

7U4 

.. Ar.X, 

(O 

a 

TTj 

_ 

aco 

^3 

acdz 

7T4 

— ac<r/.. ./c.X, 

(*) 

0 


r 

C 0 

c'dz 

Kr, 

c'd.. .k 

(3) 

0 

0 

7C 2 

^3 

d! s 

TC 4 

... — d' 

(n) 

0 

0 

0 

0 

(— 

est (*) 


a(o)+P(i)-r- 

Y ('2 ) -4-. . 

. X ( 72. ). 


Ce lemme, joint au theoreme ci-dessus, fait voir que, si Von 
deduit d'une forme /, de n + i variables , une autre f 0 de n 
variables , en substituanl aux n + i variables des fonctions 
lineaires de n variables affectees de coefficients entiers, on 
pourra choisir ces fonctions a substituer de maniere que le 
determinant de fa devienne 

F(a, (3, X), 

F etant la forme adjointe de f et a, [3, ..X des entiers donnes 
it Varbitraire . 

L’adjointe de F etant D 72 "*/, on pourra done aussi deduire de F 
une forme de n variables F 0 dont le determinant sera 

D“-i/(cc, p, X), 

a, p, ...,X etant des entiers donnes quelconques. Done, dans 
Fhypothese admise pour des formes de n variables, la forme F 0 et, 


n{n + 1 ) 

(*) I] faudrait mettre (~i) 2 deyant la somme ci-dessus, mais ce facteur 

est sans importance pour la suite. E. P. 




LETTRES SUR LA TIIEORIE DES NOMBRES. 


105 

par suite, la forme F elle-meme pourront prendre une valeur 
moindre que 

,_ 

(5) 

valeur que je designerai par F(a 0 , (3 0 , .. .,X 0 ). On prouve de la 
m6me maniere que/pourra prendre une valeur moindre que 

(j) p 0 , 

valeur que je designerai par/(a', V). On aura done 


-(«—i) 


/(*'. PS •••> *')< (|) 2 Pc .... X 0 ), 

/ , V 1 (“ - ') 

F(« 0 ,p„, ...,X«)<(2j P, X), 

et, par suite, 

/2 a -l 

/(«', P', *" X). 

En continuant de la mime maniere, et en posant 

/(*®. P> •••, ^ ! ' ) ) = / U ' ) , /(*, P, *)=/<»>, 


(5) " 


1 = J, 


on trouvera successivement 




{m— 1) 


d’ou suit 


H-.L-l.JL-u 1 _ 1 n*m/ 

y(m) < 1 n a n 4 ■“ l// (o) . 


On pourra done, en prenant m. assez grand, parvenir a une 
valeur de/, 

3 1 n 

on /(«)<^y "J/d, 

ce qu’il fallait d^montrer (<). 


C 1 ) M. Hermite fait dans le post-scrip turn quelques observations compl^men- 
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De nombreuses questions me semblent dependre des rdsultals 
precedents. Void, en premier lieu, comment j’ai essayd d’y rame- 
ner votre nouveau mode d’approximalion : 

A eL B etant les quantites donnees, je considere la forme ter- 
naire 

/=(»'_ Aa;)!+(/- B*)S-h 


dont le determinant est une quantile positive quelconque ^ • Pour 
toutes les valeurs de A, on saura determiner trois nombres entiers, 
m, m\ m v , tels qu’on ait 


el, par suite, 


(m r — A my -f- | ■—=? 


m '~ Bm< 7rk’ m< 7i VK ■ 


Les deux premieres relations font voir qu’on pent renclre simul- 
tandmenl d’un degre de petitesse arbitraire, m’ — A/?z, m f/ — B/??; 
la troisieme donne la mesure precise de l’ordre d’approximation 

des fractions — > —, en montrant que Ferreur est proportionnellc 
m m 1 r i 

a —*-= * Enfm, la forme adjointe de / etant 

m \Jm 

[ * f T>/7\£> 3/ ^ -t— X U ^ 

(x -f- Ax -t~ B^) 2 H-^-? 

le calcul conduit encore a une suite de nombres entiers, tels que 
a, (3, y qni rendent la fonction lineaire Aa + B (3 + y de l’ordre 
~ 2 ou p? et l’on demontre que, s’il existe une relation telle que 

Aa + B5 + c = o, a, 6, c etant entiers, on verra la fonction 
A <2 4-B6 + c s’offrir necessairement k partir d’une certaine 
valeur de A, puis se reproduire indefmiment, pour toutes les valeurs 
plus grandes. 


taires sur celte demonstration. Remarquons que, s’il s’agit d’une forme indefinie 
dont les coefficients ne sont pas entiers, la demonstration n’exclut pas que la 
forme puisse se rapprocher indefiniment de la limite indiquee, en lui restant 
superieure; mais on est certain que le minimum de la forme est aussi voisin de 

n 


2 1 * 4-1 / 

w D que I on veut. 


E. P. 



voici a autres consequences : 

Soil 

F (x) = x 11 -f- -h.. .-+• Iva? -{- L = o 

une equation quelconqae irreductible a coefficients enliers et dont 
a, [3, .. ., X soienl les racines; si la congruence F(.z) = o admet 
une solution x = a pour un certain module N, en posant 

©(a) = N.r 0 h- (a — a)Xi -+- (a 2 — a’ l )xc L (a"— 1 — a n ~ l )x n -. u 

x 0 , x Kl ... designant des entiers, la forme 

f = cp(a)tp(P)... cp(X) 

reprdsentera toujours des nombres entiers multiples de N : or je 
dis qu’on pourra trouver une infinite de syst&mes de valeurs de^r 0? 
x i: ..., x n _ K pour lesquelles on ait 

f = MN, 

l’cntier M dtant au-dessous de la limite, 



dans laquelle A representc le produit des n(n — i) differences des. 
racines a, [3, . . ., \ prises eleux a deux. 

Supposons en premier lieu, les racines a, [3, .. \ r^clles; je 

considere la forme quadratique h n variables 

/= D 0 cp2( a ) -1- Dj <p 9 (P)-h. -.-f- D w _jcp2(X), 

ou D 0 , D<, . . D n _ { sont essentiellement posilifs : soit D le de¬ 
terminant de/, on saura trouver pour x Q , x { , ..., x /lmi , un systeme 
de valours entieres telles qu’on ait 

/-»(0 w. 


to etant moindre que F unite. Or le produit des quantites positives 
D 0 cp 2 a, D< cp 2 [3, ... ne pourra jamais depasser son maximum 



? correspondant au cas oil elles sont toutes dgales; on aura 
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done 


DoDj.-.Dn-if^ 


1 

<v 


n [n 


- 1 ) 


D 


3 J 71" 


II fautici oblenir D, qui est le determinant relalif an systd 
equations lineaires dont les premiers membres scraient 

i df 1 df. . I df # 

5 ~dxf a dxf a dx tl -\ 

Or on trouve sans difficult^ 

D = ADoDi.. .D/ Z _i N 2 , 

ce qui conduit a la limite annonede. 

Comme il ne reste dans le rdsultat aucone trace des qu 
D 0 , Dj, . • ♦, D /? _ i , il suit qu’en leur attribuant toutes les ‘ 
possibles, les memes multiples de N se reprodairont ne 
rement une infinite de fois , pour une infinite de syst&i 
valeurs distinctes de °c h , .. x n „ { . 

Si l’equation proposee, F(#) = o, n’a plus loutes ses 
rdelles, on fera corrcspondre dans la forme /, a chaque cor 
racines conjugudes a, (3, le produit D 0 <p(a) cp( (3), au ] 
D 0 cp 2 (a) -b D* © 2 ([3). Dans le cas oil toutes les racines s 
imaginaires, ce qui suppose le degrd unnombre pair n = 
sera conduit de la sorte a la forme 

/== D 0 cp (a) cp (P) -h Di o(Y)<p(8) -K cp(x) <p(X). 

Le determinant s’obtient aussi dans ce cas aisdment, 
trouve 

D = (DoD! -. .Djj,_i) 2 iN>. 

Comme on a, d’ailleurs, 

et 

on en tire la limite 



LETTRES STJR LA THEORIE DES NOMBRES. IO 9 

qui ne differe pas de celle que nous venous d’obtenir dans le cas 
des racines rdelles. 

Supposons que l’equation proposee soit 

xt >— 1 

- — o, 

X -I 


qui donne lieu a line congruence soluble pour lout module premier 
N = kp H- 1; A sera alors p p ~' 2 - Ainsi dans le cas de/? — 5 , on aura 
la limite 


ins 


laqucllc esl ]> i mais <2, done on aura precisement 

f=N. 


CTest, comme vous voyez, Monsieur, la demonstration de votre 
theorem c. 

Mais il y a plus. Prenant p = 7, on trouve F expression 



qui esl moindre que 6. Or, la forme f etant toujours == o ou 1 
suivant le module 7, on ne pourra avoir encore dans ce cas que 

f = N. 

Considerons, en second lieu, liquation F(A) — o, cpii a pour 
racines les |(p — 1) periodcs de deux racines de ■ ■ — 0; on 
aura la proposition que la congruence F(s) = 0 est resoluble pour 
lout module premier N = kp — 1. On irouvera alors 


1 

A = p* 


[p— 3 ) 


d’oii l’on lirera comme ci-dessus la limite de M. Dans le cas de 
p = 7, 11 = 3 , il vienl 

I ± 


M < 



el, par suite, M < 3 . Or il est facile de voir que suivant le mo¬ 
dule 7 la forme f est toujours =0, 1, ou — 1. On ne pent done 
admettre que M = 1. 
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De la resulte ce theoreme : 

Oue tout nombre premier 7 m — 1 est decomposable en 
irois facteurs complexes formes des racines de Vequation 

,3 3 -j— — iz — 1 = 0. 

En reflecliissant aux questions precedentes j’ai etc conduit a 
m’occuper de la theorie de la reduction des formes quadraliques 
a un nombre quelconque de variables; qui m’a semble devoir etre 
introduite dans Fetude des expressions telles que t. De meme que 
pour les formes binaires, on obtienlce resultatque, pour un deter¬ 
minant donne, elles se laissent dislribucr en un nombre toujours 
fmi de classes. La methode de reduction devra reposer encore sur 
Temploi de substitutions lineaires a coefficients cntiers, et au de¬ 
terminant ± 1 , par lesquelles une forme donn6e est changee en 
une autre entierement equivalente et de meme determinant. Voici 
quelques reflexions sur ce sujet. 

Soient d’abord 

Xq = aXo -H a'Xi H- a 7/ X2 

Xi = pX 0 -H ffXj -h P^Xo H-. •. 4- 

.j 

x n = \ Xq H- X' X x H- X" X 2 X ^ X/i 

les substitutions qui changent f(x 0 , 3m ? •.., x n ) en la forme equi¬ 
valente et de meme determinant F(X 0 ,X,, . . X /2 ). Nommons 

s(y^yu •••,/«); G(Y 0 ,Y b y«), 

les formes adjointes respectivement a / et F; par la definition 
meme donnee ci-dessus des formes adjointes, on prouve tr£s faci- 
lement que l’on aura 

#(yo,yu •••»r«) = G(y 0 ,y 15 y„), 

en posant 

Yo = -+- §y\ . .-f- Xy n , 

Yi = a'jo H- P>i -4-...4- Vy ni 


Y^ = a^ 2 ' ) 7o-+-p (,i) Ji-+-.. .-hX^y n . 

11 suit de cette proposition que, si dans la forme f on change seii- 
lenient les n variables x,, a?,, x n en d’autres X,, X 2 , . . ., X„, 
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pour obtenir la transformation correspondante de la forme adjointe, 
on aura a changer seulement les n variables en 

d’autres Y l3 Y 2 , . . Y /2j et reciproquement. D’oii Ton voit qu’en 
changeant dans la forme adjointe les n variables 
en d'autres Y i? Y 2 , - •Y /2 par la transformation correspon¬ 
dante de la forme proposee , le coefficient de x 2 0 ne sera pas 
alter e. 

Cbangeant aa contraire, dans la forme proposee, la seule va¬ 
riable x 0 en X par la substitution 

= X a 'Xi H- a"a? 2 -4-. . . -4~ a (/i) x n , 

les substitutions correspondantes a faire dans la forme adjointe 
seront 

ri= Y i — dfo, JK2 = Y 2 — a"y 0 , •••> Y„— a^y 0 . 

D’ou l’on voit qd en changeant, dans la forme proposee, la 
seule variable x 0 par la transformation correspondante de 
la forme adjointe ne seront alteres que les termes multiplies 
pary a et y\. 

Yoici le rdsultat que j’ai obtenu au moyen de ces lemmes : 

Nommons rdduite une forme 


F (X 0 , Xj, : • • > ) 


du determinant D, telle, en premier lieu, qiCen faisanl 


2 dX o 


AX 0 "4~ BX* -4- CX 2 - 4 -.. . -4- LX /t 


on ait ( 4 ) 


i 



B< i A> C< ^ A > 


L<- A , 


telle encore que la forme adjointe d F, G(Y 0 , Y<, . .. ? Y y/ ), 
represente, pour Y 0 = o, elle aussi, une forme 7'iduite : si Von 
sait ramener les formes d’ordre n d des formes equivalences 


( 1 ) Ccs indgalitds el, en gdndral, ccllcs que Ton rencontrera dans les questions 
de reduction sont relatives aux valeurs absolues, et D reprdsente la valeur ab- 
soluc du discriminant de la forme. E. P. 
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reduites, on saura aussi ramener a des formes equivalentes 
reduites les formes d’ordre 

En effet, lorsqu’on se propose de changer la forme donnee / 
dans un’e autre equivalente f\{x au mo J en - de la 
substitution, 

x Q = aa?o 4- a'a?i 4-.. .4- 

^ 1 = P^ 0 4-p/^4-...4-p^^, 

. . . . 

X n = \x\ 4- y'%\ 4- ... 4- x ’ n , 

on peut prendre pour a, [3, .A des en tiers quelconques sans 
commun diviseur, puisqu’on sera toujours maitre de determiner 
les autres nombres a', j3', .X', a", (3 ;/ , ..., de maniere que le 
determinant des (n + i) 2 coefficients soit egal a ±: i ( 4 ). Prenons 
done pour a, [3, . .., A les entiers sans commun diviseur par les- 
quels on pent satisfaire a Tinegalite 

en nommant A le coefficient de x'£ dans la transform^ on 
aura 

A =/(«, P, ..., A) 

et, par suite, 


i 



La forme /(# 0 , x .. ., #„) etant transform^ dans la forme 
equivalente / 4 (V 0 , ^ x' n ), supposons en meme temps la forme 
adjointe a /, 

y n) 

transformee dans Tadjointe a 

7;o* 

Faisons ensuile dans cette derniere Y 0 = o, et ramenons la forme 
d'ordre 72 , 


(M M. Hermite avait ajoute 4 sa Lettre la resolution la plus g 6 ndrale de ce 
probieme, publiee depuis dans le Journal de Liouville, vol. XIV, p. 21. 
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a une forme equivalente r^duite aux variables^, y n . Sup- 
posons que par la merne substitution la forme g K (Y fl ,y', y[ 2 , . 
soil changee en £ 2 (Y 0 , y"n Jo, • • •, J*,); cette forme representei'a, 
pour Y 0 = o, la forme r^duite d’ordre n. Transformons en m&me 
lemps la forme /, (x' o: x \, .. x ' n ), dont g { est l’adjointe, dans la 
forme/ 2 (x' 0 , X i? X 2 , .. X /2 ), dont I’adjointe est^o. De cequ’on 

a remarqu^ ci-dessus il suit que, par cette derniei'e transforma¬ 
tion, le coefficient de x *, A, ne sera pas ait^A Enfin, faisons 

cc' 0 = Xo -f- nix Xi *4- ni^ X 2 -4-...~f- fJi/iX/i , 

rS = Y i “ m i Y o> y\ = Y 2 — maYo, •. y"i = Y tt — m„ Y 0 , 

et supposons que par ces substitutions / 2 et g* soient changes 
respectivement en 

F(X 0: X 1 ? X 2 , et G(Y 0 i Y i ,Y 2 , 

le coefficient de X* dans F sera encore A et la forme G repr^sen- 
tera encore pour Y 0 = o la rdduite d’ordre n. Or, posant 

1 df* . . , ,, v /A , 

2 HF 0 =:A;r 0 +^ 1 + cX 2 4 ...+ /X,, 

- -TT 7 - = AX0 ■+" B Xi -4- CX 2 H- BX,/, 

2 o\ 0 

orx aura 

dfi ___ ^F_ 

“ dX 0 

et, par suite, 

B = b 4- m x A, G = c*f ;n 2 A. ..., L = / h~ m n A. 

Done, 1 , /?2 2 , • • •, 7/2 ^ pouvant el re des en tiers quelconques, on 
saura les determiner de manierc qu’on ait 

B<IA, G<lA, L<-*A, 

et 1’on aura satisfait a toutes les conditions. 

Je remarquerai a present qu’dtant donnes 

~ ot GCoJ.J,. U 

en mime temps que le determinant D de F, on connaitra la 
forme G(Y 0 , Y f , . .Y„) et, par suite , F(X 0 , X ( , ..X„). 

H. — 1. 8 
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En effet, soil 

F = X 0 (AXo 4- BXi 4- CX 2 

4 -Xi(BX 0 4 - B'Xi 4- C'X 2 4- . . .4- L'X/j) 

4 - X 2 (CX 0 4 - G'X| 4 - C"X 2 -4 • • * 4- I/X/j) 

. 3 

-+-X«( LX 0 -+- L'X, -h L'X, ), 

G = Y 0 [(A)Yo+(B)Y 1 +...-t-(L)Y„] 

+ Y,[(B)Y. +(B')Y, 4-. ..4- (I/) Y„] 

. 3 

Y„[(L) Y„ 4 - (L')Yi-t-.. . 4 - (r. ( ">)Y„]; 

on aura 

A(A) 4 - B(B) 4 - C(C) 4 -..L(L) = D, 

A (B) 4 - B(B') 4-C(C') +...+• L(L') = o, 
A(C)4-B(G') 4-C(C")-K..-t- I.(L') = o, 

. 3 

A(L) 4 - B(L')4-C(L")h-... 4- L(I>>) ■= o. 

()F 

Or, etant donnes -r=r- etG(o, Y,, Y„), on coimailra 

0A0 

A. B, C, L 

et tous les n 2 coefficients (B ; ), (O'), ..d’oii fon dedilira, 
les n dernieres equations, les valeurs des coefficients 

(B), (G), (L), 

et par la premiere, D etant aussi clonnd, ccllc du coefficient ( 
On coimailra done tous les coefficients de G ( Y 0 , Y*, . . Y n 
par suite, ceux de F(X 0 , X 1 , . .., X n ). 

Par ce qui precede on prouve ais^ment que les formes c 
ordre quelconque, cittachees a an meme determinant } pen 
etre ramenees a un nombre fini d’entre elles (<). Et d’abo: 
suit des conditions ci-dessus que les coefficients A, B, . . 

pourront prendre qu’un nombre fini de valeurs, ensuite le d< 
minant de la forme G(o, Y 2 , Y„) dtant D n ~ i A, s’i 

demontre que les formes d’ordre n d’un meme determinant peu 
etre ramenees a un nombre fini d’enlre elles, on n’aura pour chi 
valeur de A qu’un nombre limits de formes G(o,Y,, Y 2 , .. 


(*) M. Hermile suppose ici iinplicitement qu’il s’agit dc formes ct coeffic 
eutiers. E. p. 
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< )r, (no* l*‘* iumiitirs \, B, ., L <*l la forme* (i (o, Y,, Y a , Y w ), 
rtnnt drtrrminre* hi forme* dhmlre* i\ f» i, 1 ^ Y 0j Y \ n \ <*<‘s 
lortuts aun^i sprout <m i uomlire* (ini. Ainsi, la proposition ('Maul ad~ 
mist* pour 11 *s formes dnrelrr //, rile* M'ra drinnnlrrr pour Irs forme's 
d'ordiv ti \ t ► l\il<‘ est dour vrair rn gt'amral, puisquVIle* a liem 
pour l»s liirmoH ldnairts. 

\ uih \*\\v/, % Mnttsirtir, <p»r j'ome'ts tout a fail lr r.as important, 
oil t on a \ n; mats rrltr rhvonstanrr n\st point a ronsidrm*, 
hosqo on Hi* propose* srulrmrnt d<* pemrsuivn* h's rapports epie* j'ai 
rsH.i s »* dYIntdir rntrr Irs fonurs quadrat iepirs tlrlinies <*l h'S <*x- 
prr^sioio* <lo agones ri elrsstts par t. las nsultats ptvrrele'nls me* 
s<*to Idrut alorn nu\rtr tin \astr rliamp dr rrHicuvIirs, mais dans 
Irqorl p* fiat prrsqur fait jusqudri epi Yntirvoir une* longue* se'rm 
dr ijur^l*oi *h iU dr pnddrnirs dilliritrs a rrsoudre*. 

( Inin«ui«*iiH d*almrd elrs ootat ions summits, savoir : 


f /« »/• f‘U I. * ./( U 


rn j if i*iia it I 

/ i 1*4 

1 Ip 'll 1 1 

! r j 'S* j Hat * . . . h J'ti f U/t ( e*> ) f 


*^I 1 1*1 i dr 

la fonrtimi b 

i reirflirirnts rntie*rs 



it j 1 1*1 *»l 

r t **' 1 i , , » /| to # ' , 


rl Irs quaul *te ; s 
inriiir rijuai t*m 

«•»»». *»*»* • « •* 

irirdmtildr 

ta,, tdant toujours h*s ra<*ine*s 

a rorflirirnK rntirrseU elou t re 

dune 
dill de 


hi jdus haute* jitiisHaiir«‘ rs| I * it it i 1 1*, Jr nmsidrri* rusuitt* (dans h* 
r,i s mi liutSi *h trs rartiits sont nadirs I la 101*110' epiadrat iqut* drfmir, 
d omIi*' ft r I . 

I !>,,/*« *«*,, i i Iq/’ ? M.i|S 3 ,..i 

tin o„. o,. .... n„ sunt supptisis rHsriitirlle'UH'Ut positifs, kn 

inuuiiMiit II !♦* produit »l«s h c ft I 1 1 dillrTriiorndrs rurinrs to prisrs 
<lr u \ a drtt % * H A tr dr Irrmimmt till s^strmr 

o,, , , ,, tt n% 

?*% } i > • i i*n » 

it} * f i * *»»» i H \ 

ou trmi\ rr*i» It drlrriniitiiiil <l<* I , I r \pr«*s^ion 

11 it n »* ‘ 
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Cela pose, faisons la substitution 

x Q = aX 0 4- a'Xi 4-... 4- a^ } X /2 , 
#1 = (3 Xo -+- p r Xi -+-... 4- (3^X W , 


Xfi — XXq 4 - X/Xi 4 -... 4 - X^X/i, 

les coefficients <$tant determines par la methode expos^e tout a 
l’heure, de maniere a reduire la forme adjointe a f. En jDosant, 
pour abreger, 

<t> z -(co) = 0f ( ^cp 0 (a)) 4- w) 4-. . .4- X^’ J cp^(a)), 

§ (to) = Xo^o (°*) 4 - Xj < t > i(co) 4 -. .. 4 - X w w), 

la forme quadratique f deviendra, d’une part, 

F = D 0 #*(<o 0 ) 4 - D 1 ^’ 2 (wi) 4 -.. . 4 -D„#*(w«), 

et la forme f, de Fautre, 

£ = ^(cd 0 ) #(cot)... £F((*>*). 

Or voici le dernier resultat auquel je suis arrive, et qui me pa- 
rait appelerbien des recherches apres lui : 

Les substitutions en nombre infini, correspondantes d tons 
les systemes possibles de valeurs des quantites D 0 , D { , ..D /2 , 
ne conduiront jamais qu!d un nombre essentiellement limite 
de formes £. 

De la se tire aussi toute la theorie de la reduction des formes t. 
Je me suis principalement fonde sur la proposition suivante : 

Etant donnee une forme quadratique f d’ordre n- j- i, de 
determinant D, reduite d } apres la methode ci-dessus 7 soient 

{a), (a')* K), • (^ u) ) 

les coefficients des carres dans la forme adjointe g; on aura 
d } abord 

i 
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puis, pour tonics les valours i ~ 1, n, 

(„(«))/(„(«-0) < |i 

ix eianl an factvur nu merit/tie dependant uniquementde n ct i, 

Je vais prendre les Ioniums lernaires pour example do. la me- 
thode <[ui donne ce resell ah 
Soil 

\ i '>r.r a .r, 0. . . 

la forme reduite denude, et 
(a)Xl 1 (""Ml 

son adjoinle la throne ^rndrale donna, on premier lieu, les re¬ 
ligions 

**<[«< r<\a; 

ensuitr, pom*/ () - 0/doit devenir une forme binairo reduile. 

Oette dernierr riant representor par 

(d)y\ %{d)yxXt^ O'* )Xl' 

son determinant, eomme on lo sail, osl a I); on a done encore 
UC') - , i/\it 1>, < l # d>, (d) 

Or, drs relations 

mtn 1 fain t a e) -.: IK 

Of (i) i U l it' ) I'd e ) o, 
riir) -f- U { d 1 e( a*) ~ o f 

on deduit sans diflleulte 

( r 1 I i a* h (l> H a 0 ) ‘ I/* I>. U)(«*> < aD * 

Hone., avoir multiple lew dmis memhre* tie la premise <Squa 
I ion par ft/ ’)'* rt ill vino par (t , on ol>tirnt 

( tt ) ( ti“ )"> .4 J 1 >' •+• <t I> /a a 

<>t rnlin, rn mnpla<;.ant a par mi limite sup 6 rieure, 

(«)(«')* <«!)'. 
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La propriete enonc6e ci-dessus des formes reduites, qui ixl’cI. 
longtemps echappe, donne lieu abeaucoup d’autres consequences 
que je suis force d’omettre. Seulement, j’observerai encore qn’en 
prenant pour point de depart g au lieu de /, et nommant les- 
coefficients des carres dans cette derniere forme, on serait arrive 
pour les formes ternaires aux relations 

a'Cf J/fi, a'a <i (}) 2 J/D*, a a** < ^ D, 

et l’on trouverait dans le cas general 

i 

ain) ^ a[n)l < \ x 
d’ou Ton tire encore 

a {n)* a {n-i) < v D. 

Appliquons main tenant ces r^sullats a la forme quadra lique 

F = D 0 ^ 2 (co 0 ) + Dir) t 2 (a) 1 ) 4 -.. .4- (co rt ), 

dont le determinant a pour valeur 

D = DqD!. . ,D /t ASQ. 

11 est aise de voir quon aura 

= D 0 O? (o> 0 ) 4- (o)j ) 4-. . . 4- D rt (co n ), 
done, en premier lieu, 

D 0 Dx.. .D a ** (o) 0 ) 

d’OLL 

1 

^(^o) ^/d w i) - • • W/i) < [JlAQ* 2 , 

ce qui reproduit une consequence obtenue pr^cedemment. Secon- 
dement, faisons abstraction, dans a {n \ du terme ; il est 

clair qif on aura 

D 0 D 1 ...D*_ 1 D / ,_ M ...D„, 

done combinant cette in^galit^ avec la suivante 
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el posant, pour abreger, 

= O/((0/,.) 4>«(too) ^«(wi). .. 3> rt (to/,_i) <t>„( 

il viendra 

D 0 D!... D^F!(co/,) < <vD, 

d’ou 

W/(tO/,) < vAQ2. 

Or l F/(co) esl, comme on le voit aisemenl, un poljnome entier 
en co. Les diverses valeurs de ce polynome correspond antes aux 
diverses racines co 0 , co,, .co,, etant toutes finies et meme pro- 

i. 

porlionnelles a AQ 2 , il en sera de meme de Lous ses coefficients qui 
sont dcs nombres entiers; de la suit immedialement ler^sultat que 
je voulais obtenir. 

On peut metlre en efiel $(co*) sous la forme 

£(<*>*) 
ou bien 
«0^( co/ t ) 

Done, loutes les formes fen nornbre infini, qui correspondent a 
une meme valeur du determinant A, peuvenl elre ramenees par les 
substitutions prdc6dentes a un nornbre d’enlre elles essentielle- 
ment limits, car les combinaisons cle loutes les valeurs entieres 
possibles pour les coefficients dcs polynomes ^/(co) sont en nornbre 
fini. Iinfin, ces dernieres formes, qu’on peut nommer reduites, se 
re presenteronl ellcs-mernes une infinite de fpis en employant suc- 
cessivcmenl les diverses substitutions qui correspondent a tous 
les sysl&mcs de valeurs imaginables des quantity positives D 0 , 
D,, ..., D„. 

Dans le cas special clcs formes f que j’ai d’abord consid^rd 
pour ddinontrer voire ihdortune sur les nombres premiers 5 m + i, 
on demontre facilemcnt que les polynomes ^/(co) contiennent 
Lous en facteur le nornbre N; e’est done uniquement de Q que 
ddpendronl les limites des coefficients dans les formes reduites. 
On enlrevoil ainsi la possibility d’obtenir, par exemple, tout ce 
qui se rattache k la reprysentation des nombres premiers 1 1 m-f-i, 


+ X„. 


<bn-\ (<*>/,■) 

c ^u(^/c) 


■x, 




-4 


'l*«(«/,) 


X a - 


■x M . 


v;(«o A .; ' 


■X, 




1 
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par des facteurs complexes formes des racines onziemes de Punite, 
en operant non plus sur chaque nombre donne, mais en general 
sur les racines de l’equation x li = i. 

Mais j’ai hate, Monsieur, de finir cette longue lettre, ou il n’y a 
plus place pour la theorie des fonctions elliptiques. Je n’ai pu jus- 
qu’ici faire a mon gre cette recherche de 1'ensemble des transfor¬ 
mations de la fonction 0, ni retrouver ce resultat si remarquable 
de la reduction du module q a la limite dont vous m’avez 

parle dans votre lettre. Oserais-je vous demander quelques dclair- 
cissemenls sur ce point? M. Borchardt a eu la bonte de me mettre 
un peu sur la voie pourdeduire les propnetes des fonctions 0 de 
la multiplication des quatre series he~^ ax+ll>) \ mais je ne sais si je 
pourrai marcher bien loin. Permettez-moi, Monsieur, de vous piuer 
de me rappeler a son souvenir; j’ai entendu M. Sturm parler avec 
de grands eloges de son Memoire publie par M. Liouville. 

Ayez la bonte, si vous le jugez convenable, de faire paraitre dans 
1 e Journal de M. Crelle quelques-uns des rdsultats precedents; 
j’essayerai ensuite de les developper plus completement. 

P.-S. J’apergois a l’instant que Palgorithme indiqud pour deter¬ 
miner les nombres entiers a, [5, ..\ tels qu’on ait 

peut etre presente d’une maniere bien plus precise. 

En premier lieu, pour les formes binaires de determinant —D, 
« on ne peut objector que les operations continuent a l’infini, car 
on verrait s’ofFrir une infinite de quantites a, a', a", ... liees par 
les relations a > a! a", ... et, par consequent, differentes. Mais 
a chacune d’elles correspondent deux nombres entiers a (m) , qui 
donnent, par exemple, 

a^ n) = au [m) * ■+* 2 b -4- a' (3^ 2 . 

Ces nombres sont essentiellement limites, done il faudrait qu’une 
m^me combinaison a, [5 se produisit dans le cours du calcul une 
infinite de fois, ce qui conduirait a supposer dgaux, contre l’hypo- 
these, une infinite de termes de la suite a ) a ,r , » 

Pour les formes ternaires: « designant, pour abreger, 

y (/n) ] par 
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on voit naitre de la continuation du calcul precedemment propose 
une suite de quantiles, /, f\ . .. li^es par les relations 

/'<VuF 5 ?, r<■■■■ 

Or, on obtiendra la limite annoncee des qu’il se presentera une 
valeur egale ou superieurea lapreccdente Eneffet, de 

U > fM et f(m-h 1) < y(j) 3 D 
on d^duit ais^ment 

< I v/D. 


D’ailleurs, on ne peut admeltre, dans le cas d’une forme d^finie, 
que les operations se prolongcnt indefiniment, car, les nombres 
a (7ra), j 3 (m) ? y (m) ^>tant essentiellement limits, on veiTail se repro- 
duire une infinite de fois une meme combinaison de ces nombres 
entiers, ce qui ram&nerait les m&mes lermes dans la suite /, 
contrairement a l’hypolhese. Si la forme f est ind6fmie, mais a 
coefficients entiers (seul cas dont j’aurai besoin plus tard), la 
meme conclusion subsiste, puisqu’une suite de nombres entiers 
d^croissanls ne pent aller a l’infini. » 

Pour les formes quaternaires : <c Or ici se reprdsentent les 
m£mes considerations que dans 1c cas des formes ternaires; des 
que le calcul conduira a an terme ) <$gal ou superieur an 

precedent, on obtiendra la limite annonede, car de 

1) Qt jfimH- i) y/( >.)i2 \yijun) 

on deduit 

/ ( " !,< (|) ? v/D. 

D’ailleurs les operations s’arr£teront toujours, quels que soienl les 
coefficients, si l’on op&re sur une forme ddfinie, et la m£me chose 
aura lieu pour une forme, m6me ind^finie, mais & coefficients 
entiers. » 
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Deuxieme Lettre. 


Permettez-moi de venir encore vous soumettre ce qn’il m’est 
arrive de rencontrer, sur la theorie des formes quadraticjues, de- 
puis que j’ai eu l’honneur de vous ecrire. J’avais ebauche bien a la 
hate, dans ma lettre, la demonstration de cette proprietd generate 
des formes de meme determinant de se laisser dislribucr en un 
nombre fini de classes; depuis, j’ai ete amend a une mdthode de 
reduction plus simple et sur tout plus analogue a l’algoritlime de 
Lagrange pour les formes binaires. Soyez assez bon, Monsieur, 
pour me pardonner s’il m’arrive ainsi de vous entretenir de choses 
que je n’ai pas encore suffisammenl muries; en presence d’une 
theorie d’une immense etendue, je cede an plaisir de vous com- 
muniquer quelques rdsultats placds a l’abord de questions diffi- 
ciles et qui peut-etre seront au-dessus de mes forces. Anssi me 
suis-je borne, comme application de ma nouvelle mdthode de re¬ 
duction, a calculer les formes definies reduites de determinant i, 
a 3 , 4, 5 , 6 et y variables, et j’ai Lrouve, comme dans le cas des 
formes binaires, une seule classe, representee par une somme de 3 , 
4 , 5 , 6 et <7 carres. L’idee principale de cette methode consiste 
dans Tintroduction de certaines formes bees intimement, comme 
je suis parvenu a le reconnaitre, aux formes adjointes de M. Gauss, 
mais qu’il me semble indispensable de considerer d’une maniere 
explicite. En representant par 


f(& 0 , 

sous la condition 



&i t j &i x ji 


CtiJ — 


une forme quelconque d’ordre n 4- i (e’estk-dire a n + i inddter- 
minees), je les definis de la maniere suivante : 


n n 

g(yuy«.,ys, •••,/*) = 

1 J 1 1 


b 


i,J = 




en prenant 
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el voici le llieoreme auquel elles donnenl lieu : 

Si la substitution 

/ CCq = \q 4 ” M 1 \ j 4 " M2 X2 —h . . . ~T- M/j, X,j , 

1 = iyii \i 4- Xj 4-... 4- TU n X rt , 

(*) \ &-2 = 71 1 Xj -f- Tig Xg -1- . . . -f- 71/i X ra , 

I ...} 

\ == D Xj 4 " i?2 Xj -f-. . . 4 - t n \ rl 

change /(# 0 > ^i? • F(X 0 , X,, .X^), en nommcuit 

G(Y i? Yo, ..., Y u ) la forme d’ordre n deduite de F, comme g 
Pest de /, on aura 

Z(yuy*, •• -,}'n) = G(Yi, Y 2 , 

<?/? posant 

y l = 771jYi 4- -2 Y 2 4“. • .-4- 

= /ijYi-4- 72-2 Yg -4“ . . . 4“ Tl/jY/i, 

.. 

} f ti = /iYj-h ^2 Y 2 —h- - - - —H f/iY /z . 

Pour abrdger, je nommerai g la forme deriv&e de /, el (2) la 
substitution derivee de (1). On irouve ais^ment que g esl definic 
ct positive, si / esl clle-m&mc defmie el positive, que le deter¬ 
minant de g cst 

I .) 0 = agrf D, 

D etant lc determinant de /, ct enfin que ^equivalence dc/elF 
enlrainc celle de g et G, la seule condition pour cela etant que lc 
determinant relalif aui equations (2) soit en valeur absoluc l’unite. 

De la se tire une consequence importanlc; concevons que la 
substitution derivee soil prise de telle sorlc que G devienne une 
forme rcduile de son ordre, les coefficients M*, M* ? M,* res- 

teront encore arbitraires; or, jc dis qu’en posant 

n n 

F(X„ X„ X„ ••• ! X«) = X2/ ivX/Xy ’ 

on pourra les determiner de maniere a remplir la condition 

Aq j, <C A o,o 

pour i = 1, 2, .. n. Cela resulle, en eflfet, de la valeur suivante : 

A 0 ,i = M,-ao,o ■+■ 7?i/^o,i -H Hid- 0,2 H—►..-4- ti<xQ >n? 
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qu’il est facile d’obtenir, eL on a d’ailleurs «2 0)0 = Ao,o- II est es- 
sentiel d’observer cju’au lieu de qui se conserve en passant 

de / a F, on aurait pu employer, dans ce qui precede, aussi bien 
l’un quelconque des coefficients a ^ des carr^s des variables. Soit 
donc, pour plus de clarte, gy, la forme derivee composee avec ce 
coefficient; on pourra enoncer la proposition suivanle : 

Toute forme 

f= S S atjXiXj 

peutetre transformee en une autre equivalente 

f , z=y i y l a , t,jx i xj, 

telle qu ay ant, par exemple, 

a [L,\L = <2(1,(X) 

la derivee soit une forme reduite de son ordre , et que let 
condition 

soit remplie pour toutes les valeurs de i autres que i= p.. 

G’est la-dessus que se fonde T algorithmic de reduction des formes 
definies, quelle que soit la nature de leurs coefficients, entiers ou 
irrationnels, mais voici d’abord le but des operations. Supposoixs 
que, precedemment, on ait choisi pour a^ Vt le plus petit des coef¬ 
ficients aij\ deux cas peuvent se presenter : ou bien 
restera encore la plus peLite des quantity a'- ,• dans la trans— 
formee/', ou bien il s’offrira un autre coefficient Or, 

dans le premier cas, toutes les autres conditions 6tant d’ailleu.ns 
remplies, f sera ce que je nomme ane forme reduite . Mais, si 
e’est le second qui se pr^sente, on poursuivra les operations en 
partant de comme tout a rheure en par tan t de y, et, en ge¬ 
neral, on deduira successivement les unes des autres une suite dLe 
transformees 

f f\ f™, 
toutes equivalentes et telles que 

designant respectivement les plus petits des coefficients 

a uu 
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on ail 

«HL,i < T < T . 

el que d’ailleurs les diverses derivees 

soienl des formes red idles de leur ordre. 

Or je dis qu’un lei sjsl^me d’op^rations ne peul se prolonger 
a Finfmi, el qu’on obliendra n^cessairemenl une Iransform^e 


p.d), ^ao’ 

n {k) ^ /yU’) 


JS=sZZ% U jXiXj 

devant elre consid^r^e comme une forme rdduite. En efTel, par tan l 
d'une forme defvnie /, les quantiles seronl des va¬ 

le urs de /, en supposanl aux inddlermin^cs des valeurs enliercs, el 
bon ne saurait former qu’un nombre limits de ces valeurs reslant 
loujours in fdric tires a un certain maximum; done on ne peul ad- 
mcllre l’hypothese d’une infinite de quantiles de cetle sorte, con- 
linuellement ddcroissanles el, par consequent, inegales. 

Je vais mainlenanl fa ire voir quo tons les coefficients 31 /j, d’une 
forme definic reduitc if, ne peuvent exceder cerlaines limiles, qui 
dependent du determinant el du nombre des indeie.rmin.ees. Pour 
ccla, il fa at d’abord etablir la condition suivanlc : 



qui est l’cxlension d'nnc relation obtenue dans la theorie des 
formes binaires. 

Supposons qu’ellc soit admise pour les formes reduiles d’ordre/i, 
et ddsignons par exemple par il 05 o le plus petit des coefficients 31 /,/; 
la derivee 

n n 

•- 2 , 2 , 

1 J 1 

etant une forme rdduite de cet ordre, et son determinant ayanl 
pour valeur 

Do = J3l? 1 VD, 
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on devra avoir 

(3) J>I,I?3,S$S,3 


n,n 


T~) 

^0,0 U ' 


Or la valeur generate 

$i,j •— * 0,0 */,/ * 0 ,£* 0 ,/ 

donne, lorsque les deux indices sonl egaux, 

8/ f £ = at 0l o 

de sorte que les quantites positives peuvcnl etre con 
comme les determinants, changes de signes, d’autant de 
binaires (5t 0}0 , * 0 ,/, */,/) toutes reduites, car on a a la foi 

*o,o ^ *j,i et -2 Vq<C "2 *o,o> 
done, on peut poser 

*0,0 *M ‘I : 

de la on conclut, 1’in‘egalite subsislant pour toutes les vale 


* 2,0 *1,1 • • */!,« < (*)“ »1,1 ^ -. * 35 /,,„, 

et enfin d’apres la relation ( 3 ) 

l n[n + 1) 

*(',0 * 1,1 * 2,2 • * • *A*,fc ( o ) 1 ^* 

\ O / 


Cette condition est par la demontree dans toutc sa gdnera: 
qu’elle a lieu pour les formes Linaircs. 

Comme consequence immediate, on voit que les quant: 
* 0?i - sont necessairement limitees, et il en est de meme ei 
determinant D 0 de la derivee, qui a pour valeur St"” 1 D. C 
admettons que les formes reduites d’ordre n aient tous le 
ficients limites; je dis que la meme chose aura lieu pour h 
d’ordre n 4- i. En effet, toutes les quantites devront 
ver finies; done, d’apres la relation (4), qui donne 

q i __ ^/,/-t-*0,/*0,/ 

A’,/ _--- , 


il en sera de m£me en general pour */,/. Or, la proposi 
quelle je voulais arriver r6sulte immediatement de la, pi 
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a lieu pour ies formes binaires, et, dans le cas des coefficients en- 
tiers, elle donne ce theoreme ( 1 ): 

Les formes dejinies ou indefinies, reduites pour an deter¬ 
minant donne, sont en nombre fini . 

Maintenant, voici une remarque cssenlielle pour Fapplication 
des principes precedents au calcul de ces formes. 

Soient ton jours D le determinant donne, et 

§ = SS ay 

Pune quelconque des formes d^finies redui tes pour ce determi¬ 
nant; la relation 

5Vo,o ( 1 ) D 


donne d’abord'la limitc 





pour le plus petit des coefficients 
Soil encore 


<B = SZ 


hjrntj 


la derivdc r&luile, compostSc avee ^V 0 ,o ot dont le determinant est 

Do - afo 1 D * 

En designant par le plus petit des coefficients #/ )Z , on aura 
de inline 



Mais, d’apres ce <[ue j’ai observe ci-dessus, 33 ^^ peul etre consi- 
ddre commc le determinant change de signe de la forme binaire 
r^duite (^ 0 ,o, 5 to 3fJo done on aura : 


( 1 ) La demonstration suppose essenliellcment que & 0 „ ne peut 6tre nul ? e’est- 
&-dire que la forme ne peut reprdsenter zdro. Au rcste, M. Ilermitc avail signal6 
ce cas d’exccplion dans une mdthode de reduction analogue qui figure dans la 
LcLirc prdeddente. E. P. 
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i° Si JSC 0 ,o est pair, 

3ft^Aj |0 -(**o,o) s ou £-|3l 2 i0 ; 

2° Si JSC 0 ,o esl impair, 

= ^0,0 [1(^0,0 0]“* 

Or, en general, soient 4 r, (6, HI, 1 ft, ... la suite des formes d’ordre 
n + i, n, n — i, n — 2, ..qu’on obtient en prcnanl, pour 6, la 
derivee reduite de if, pour HI, la derivee reduite de €>, pour tt, la 

derivee reduite de It,_Nommons respectivement 2C,§ft, <£, j®,... 

les plus petits coefficients des carres des variables dans ces formes, 
et D, D 0 , D 0 i, D 0 o, ... leurs divers determinants. On aura d’a- 
bord 

D 0 = 3V*“ 1 D J D 01 — |9 /z ~-Do, D 02 :=: C' 1-3 


puis on obtiendra la sdne des limites supdrieures 



et, suivant les deux cas, l’une ou 1’autre des limites infdrieures sui- 
vantes : 

a*^f jscs, ..., 

ou 

8 g 3 l*-[i(a—I)] 2 , C^SB 2 -.[i(| 3 -i)] 2 , iDgC*-[K®— I)]S •••* 

L’exemple des formes de determinant 1, que je vais traiter, 
montrera l’utilitd de ces formuics. Dans ce cas, on a en g^n^ral 


1 



ainsi depuis les formes binaires jusqu’aux formes quinaires inclu- 
sivement, % < 2, done % = 1, et, depuis les formes 4 six: indeter- 
minees jusqu’a celies qui n’en comprennent pas plus de huit, 
51 < 3 , done 31 = 1 ou 31 = 2. Or on va voir que cette seconde 
valeur doit £tre rejetde jusqu’ik n — ^ inclusivement. 

Considerons d’abord les formes a six indetermindes; 0x1 trouve : 
i° Pour % la limite supdrieure 

5 . 


4 

3 


= *,o 5 .• •, 


done 3V = 2 ; 
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2° Pour ft la limite superieure 

= 3 , 09 . . done® = 3; 

3 ° Pour € la limite superieure 

(|) {/-FT 3 = 7 , 01 ..., done C = 7 . 

II est inutile d’aller plus loin, puisque la valeur de <t est en con¬ 
tradiction avec la limite 

il faut done exclure deja dans ce cas la valeur 51 = 2 . 

Passons aux formes a sept indetermindes; il viendra : 
i° Pour % la limite superieure 

//\3 

l-j =2,36..., done 5t = 2 ; 

2 0 Pour ft la limite superieure 

^|yv / a5 = 3,65..., done S3 = 3; 

3 ° Pour <£ la limite superieure 

V^2 5 3 4 = 7 , 5 o.. ., doncC = 7 ( 1 ); 

pour la meme raison que prdeedemment, 51 = 2 doit encore etre 
rejete. 

Done, comme dans les cas precedents, il n’existe que la seule 
valeur 51= 1 ( 2 ), et voici maintenant les consequences qui s’en 
deduisent : 

En premier lieu, pour toutes les formes definies de determi- 

( 1 ) M. Stouflf, en reprenant le calcul indique, trouve 8,56 au lieu de 7,5o et, 

par suite, <£ = 8, et il n’y a pas de contradiction avec la limite inferieure, qui est 
aussi egale k 8. Le theoreme 6nonc6 par M. Hermite resterait done douteux pour 
les formes k sept indeterminees; il est cependant exact, comme Pa v6rifi6 M. Stouflf 
en utilisant un resultat de MM. Korkine et Zolotareflf. E. P. 

( 2 ) M. Hermite arrivait encore au meme resultat pour les formes k huit in- 

H_ — T. o 
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nant i, dont le nombre des indeterminees ne surpasse pas n la. 
derivee reduite a encore 1’unite pour determinant. Soit done 

J = '5L'Z%ijXiXj et — 'Z'ZfytjXiXj 

une forme et sa derivee reduites, toutes deux ajant l’unite pour 
determinant. Admeltons que, pour les formes 6, dont l’ordre est 
inferieur d’une unite, on ait 

= i et IB;,; = o 


lorsque i est different de j ; les deux conditions 


^0,0 = Ij 3Lq,£ < 2 ^0,0 

donneront d’abord 

%Q,i = O, 

et l’equation 

&i,j =: ^0,0 21/,y — 2lo,/ -3to, •* 


conduira successivement, pour i= j et i different de j\ aux dexx:x: 
valeurs 

21 ^= 1 , 3t/,y = o. 


Or les formes definies binaires rdduites offrant la seule class <3 
x~-hy 2 de determinant i, on en conclut que, pour les formes ter- 
naires, quaternaires, etc., jusqu’a, celle de sept indeterminees, il 
n 7 existera pareillement qu’une seule classe representee successive¬ 
ment par une somme de 3, 4? • • * 7 7 carres. 

Je n’essayerai pas, Monsieur, de vous ddvelopper encore d’autres 
applications particulieres de ma mdthode de reduction. Au reste 7 
les formes reduites auxquelles on est ainsi conduit, pour un de¬ 
terminant donne, n’offrent plus ce caractere, propre aux formes, 
binaires, dene pouvoir etre equivalentes entre elles, a moins d’etre 
identiques, aux signes pres de certains coefficients; seulement, on 
peut demontrer que la limite du nombre des formes reduites eqni¬ 
val entes ne depend que du nombre des indeterminees, etnullemen t 
de la valeur parliculiere du determinant. Mais permettez-moi ? 
Monsieur, de revenir un instant sur les circonstances remarquablos 


ddterminees, mais il y avait une lacune dans sa discussion, et le resultat n’est pas 
exact. Aussi avons-nous supprime cette partie du texte et, dans les lign.es cfmi 
suivent, reniplace 8 par 7. E. P. 
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auxquelles donne lieu la reduction des formes dont les coeffi¬ 
cients dependent de racines d’equations algebriques a coefficients 
cntiers. Peut-etre parviendra-t-on a deduire de la un systeme com- 
plet de caracteres pour cliaque espeee de ce genre de quantiles, 
analogue par exemple a ceux que donne la theorie des fractions 
continues pour les racines des equations du second degre. On ne 
peut dumoins faire concourir trop d’elements pour jeter quelque 
lumierc sur cette varicte infinie des irrationnelles algebriques, 
dont les symboles d 5 extraction de racines ne nous representent 
que la ])lus faiblc partie. Ici, comme dans la theorie des transcen- 
dantcs, il a et6 facile de trouver a une longue suite de notions 
analyliques dc plus en plus complexes une origine commune, 
une definition unique et complete ou n’entrent que les premiers 
elements du calcul*, mais quelle taclie immense, pour la theorie 
des nombres et 1c calcul integral, de p£n6trer dans la nature dime 
telle mulliplicile d’etres de raison, en les classant en groupes irre- 
duelibles entre eux, de les constituer tous individuellement par des 
definitions caraeleristiques et 6l6mentaires! 

L’excmple le ])lus simple, auquel puisse s’appliquer ma methode 
de reduction cst celui des racines cubiques des nombres entiers. 
En ddsignanl done par a la valeur r^elle, et par [J et y les deux va- 
leurs imaginaires de J/A, on sera conduit, d’apres le point de vue 
auquel jc me suis place, a reduire pour toutes les valeurs de la 
quantity A, croissantes depuis zero jusqu’a 1’infini, la forme ter- 
naire 

/== (.r + ay + a s 3) ! + A(d? -f- (x-+- W -+- Y 2 -)> 

dont le determinant D = Vr ^ A 2 . Soi E dans Fhypothese d’une va¬ 
leur domnie quelconque de A, que je repr^senterai par A 0 , la sub¬ 
stitution correspondante 

. x = m X n Y p Z, 

y = ni' X -+- ti r Y -+- p 
js = /n"Y -f- 

en posant, pour abrdger, 

M (a) = »H-a m'-h a 2 m", N (a ) = n’-^r a 2 n”, 

M(fi) = m -t- pm", N(j3) = n-+• P n ", 

M (f) = m + y m'-+- p m", N (?) = n+ ? re '" t_ f ! n " 


P (a) = p+ a p'-t- a l p 
P$)=p + ?p'-i- P'P 
P (?) = P -+- -[p'-h ?*/>' 
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/ deviendra 

F = [XM(a) -+- YN(a) -4- ZP(a)] 2 

+ 4[XM(p) + YN(p)H-ZP(p)][XM( T ) + YN(Y^ + ZP( T)] . 

Soit encore 

I M = M 2 (a) + AM((3)M(y), 

(1) j W =N*(a)-+-AN(j3)N(y), 

[ V = p2 ( a ) + AP (P) P (y); 

on aura, d’apres le caract&re principal des formes definies r^duites ? 

ou < (4 AA) 2 , 

d 5 ou, en supposant M < III < Jp, 

( 2 ) m<(4AA)3, iSM<(4AA) 2 , iit 2 H < (4AA)2. 

Or de la resultent plasieurs proprieties essenlielles que je vais d’a— 
Lord etablir. 

En premier lieu, le nombre entier 

Q= M(a)M(p)M(Y) 

verifie la condition 


3 



car ; d apres la premiere des Equations le produildes deux fac— 
leurs M(«), AM(j3) M(y) ne peut ddpasser son maximum 

linv/(T5T), 

d’ou se tire la limite indiquee. 

Secondement, les deux polynomes a coefficients entiers, savoir* : 
*(“) = N (a)M(|3)M(Y), 'P(a) = P(a) M( £) M(y), 

qui sont respectivement de la forme 

ont de m£me leurs coefficients limites. En effel, on a, d’apr&t les 
relations (i), 

N(a)<v/li, AM(P)M(y)< j*t, 
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done 

A3>(a 


et, par la seconde des equations (a), 

<£(<*) < 4A, 

et l’on aura de meme 

W(a)< 4 A. 


Soit ensuite, puisque (3 et y sont deux imaginaires conjuguees, 

3>(p) = p e® <$>(y) = pe—0 v/ ~i, 

d ? ou 


p2 = <[>(p) <J>(y) = N(P)N(y)M*(«)M(P)3VI(y). 


La seconde des Equations (i) donne d’abord 


an(P)N(y) <ti; 
on tire ensuite de la premiere 

M*(a) AM(P)M(Y)<iJtt s , 

cl 1’on en conclut la limite 

p < 2k. 

Ainsi on peut poser, en ddsignant par e et 7) des quantity com¬ 
prises enlre + t el — i, 

3> (a) = cp -+- acp' - 4 - a 2 cp" = 4 A e, 

$((3) — cp -f- Pcp'-h (3 2 cp" == 2 At)cO vL -i, 

<I> ( y ) = cp -+- y?' T 2 ? ,/ = ^ A v, 

d’oii 

3cp = 4 A (s -+- 7 ] cosO), 

3 cp' = 4 V~k 2 [e ■+* 7] cos (0 h- -3 tc ) ] , 

3f=4v/A[e-+- 7) cos (0 — | it)]; 

done 

¥ < 3 A, cp'< • l/A, 


et Ton obtiendrail des limilcs semblables pour les coefficients du 
polynome ^F, lcsqucls donnent lieu d’ailleurs A la condition re- 
marquable 

<p'c|/' — = rb LI. 

Cela pos^, d’ap&rs tout ce qui vient d’etre 6tabli, nous repr£- 
senterons la transform^ ddduite de la substitution effective dans/, 
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F 

non plus par F, mais par ^ - = £, forme ^videmment r^duite 
en memo temps que F et que j’ecrirai ainsi 


, Tv , N(a) P(a) -1^ 

X = [ X ""M0i) Y + M^> J 

4 M(P)M(y)T v N(p). 
+ M 2 (a) |_M(P) 

ou bien 


P(?) z 

M(P) . 


X- 


N(y) y , PfY> ■ 
'M(Y) M(y) 


£ = 



12 


Y + 




A Q 


M ®(a) 



»(P) Y . W 
12 12 



*('() 

12 


Y -+- 



Or, A croissant d’une maniere continue a partir de A 0 , nommons 
A,, A 2 , A 3 , ... la serie des valears auxquelles viennent successive- 
ment correspondre des formes reduites distinctes if, £ { , 4F 2 , £ lh .... 
Toutes ces formes seront comprises dans le meme type cpie i : , mais 
on peut concevoir que I’une quelconque d’entrc elles soil obtenae 
au moyen de la precedente, en y introduisaot la valour de A, a 
partir de laquelle elle cesse d’etre une forme reduite, puis lui ap- 
pliquant la metliode generale de reduction. En proc^dant ainsi, le 
calcul relatif a la serie entiere des valeurs de A, est ramene a un 
nombre limite d’opdrations. En effet, le nombre enticr designe 
d’une maniere generale par Q, et les coefficients en tiers des poly- 
nomes $ el W ayant des limites llnies, on airivera necessairement 
a deux valeurs de A, A/ et A/, auxquelles correspondent deux 
formes, £- h 4?/', qui representeront absolument la meme combinai- 
son de ces quantites. Faisant done croitre A, dans ify, a partir de la 
limite A,v, on verra se reproduire, dans le meme ordre, les divers 
termes 4r/ +t , ir/ +2 , ... de la suite obtenue pour le premier inter¬ 
vals de A / a A/', et, jusqu’a la limite extreme des valeurs de A, 
l’ensemble des formes reduites sera cette serie d’un nombre fmi 
de formes, reproduite une infinite de fois. 

En la considerant d’ailleurs dans l’ordi^e inverse, elle offriraitle 
resultat d’un systeme d’op^rations ou l’on aurait fait decroitre la 
quantite A d’une maniere continue depuis A/'jusqu’& A*; l’ensemble 
des formes correspondantes aux valeurs ind^finiment d^croissantes 
de A sera done encore la m£me suite prolongde k l’inlini dans un 
sens oppose. 
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Si ce n’est pas trop pre sinner de votre indulgence et si j’avais 
reussi a yous interesser un peu a ces recherches, je m’es timer ais 
bien heureux de vous adresser encore ce qu’il pourra m’arriver de 
rencontrer dans la memc voie. Apres avoir prouve que les pro- 
prietes precedenles sont caraclerisliques pour les racines de Loutes 
les equations du troisieme degre a coefficients entiers, je me suis 
arrete a quelques recherches sur Tequation M(a)M((3)M(y) = 1 
dont je pense obtenir la solution complete. Mais je desirerais sur- 
tout pouvoir vous soumettre un Travail sur les Equations modu¬ 
lates, dans lequel j’ai etabli une proposition enoncee dans les 
GEuvres posthumes de Galois, imprimdes dans le Journal de 
Maihematiques, et qui consiste en cc que les equations modu¬ 
lates du sixieme, huilieme et douzieme degre peuvent elre abais- 
sees respectivement an cinquieme, septieme et onzieme degre. Je 
me suis propose en memo temps de retrouver ces relations si sin- 
gulieres que vous avez le premier decouvertes entre les racines M, 
M 7 , M", ... de Fequation F (/:, M) = o, mais je n’ai pu y rdussir 
malgre tons mes ellbrls. Ces premieres proprieLes d’irrationnellcs 
dgebriques, non exp rim ab les par I'adicaux, me paraissent du plus 
grand interet; comme les propriel.es des racines des equations re- 
atives a la division du cerclc, clles serviront de point de depart 
mur pdnetrer plus avant dans la thcoric generale des Equations. 
Se pub lierez-vous done pas un jour, Monsieur, les principes si 
caches qui vous ont conduit a ccs beaux thdoremes? II me semble 
pic ce sera it encore une voie nouvelle que vous ouvriricz aux re- 
dierchcs des geometres, dans une des theories les plus vastes et 
es plus difficiles. 



Troisi&me Lettre. 


Je dois a l’obligeance de M. Borchardt d’avoir regu votre der- 
niere Lettre qui m’a ete bien prtcieuse, en portant a ma connais- 
sance l’ecrit de M. Gauss sur les formes quadratiques ternaires. 
Permettez-moi de vous remercier aussi de toutes les autres indica¬ 
tions que vous avez eu la bonte de me donner, mais dont mon 
ignorance de la langue allemande m’emptche malheureusement de 
profiter comme je le soubaiterais. C’est M. Borchardt lui-meme qui 
a bien voulu me traduire l’article de M. Gauss, mais jusqu’ici je 
n’ai pu trouver personne pour me continuer le meme service, et, 
a mon grand regret, je reste completement elranger aux travaux 
de M. Kummer sur les nombres complexes, qui m’interesseraienl 
vivement. 

Comme vous le savez, Monsieur, le but de mes premieres re- 
cherches avait ete d’examiner le nouveau mode d’approximation 
que vous avez donne en etablissant Fimpossibilite d’une fonction a 
trois periodes imaginaires. Ce n’est que longtemps apres que j’ai 
vu comment cette question, et une infinite d’autres du m&me genre, 
dependaient de la reduction des formes quadratiques. Mais, une 
fois arrivt a ce point de vue, les probltmes si vastes que j’avais 
cru me proposer m’ont semble peu de chose a cottdes grandes 
questions de la thtorie des formes, consideree d’une maniere ge- 
nerale. Dans cette immense etendue de recberches qui nous a 6l6 
ouverte par M. Gauss, FAlgebre et la Thtorie des nombres me 
paraissent devoir se confondre dans un ^mtme ordre de notions 
analytiques, dont nos connaissances actuelles ne nous perm el ten l 
pas encore de nous faire une juste idee. PeuMHre, cependant, 
doit-on entrevoir qu’il appartiendra a cette partie de la science, 
constitute ainsi sur ses vtritables bases, d’offrir le tableau de tous 
les tlements, en nombre fini ou illimitt, dont dependent les ra- 
cines des equations algebriques, separtes en types irrtductibles et 
classes suivant leurs rapports naturels. 

Je ne sais si j’aurai rtussi a faire un premier pas vers un but si 
eloigne, en donnant une methode pour la reduction des formes bi- 
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naires cle degre quelconque ( 4 ). J’essayerai plus tard de poursuivre, 
sous ce point de vue, les consequences des resultats que j'ai ob- 
tenus, mais, jusqu’a present, j’ai et£ plutot preoccupe de la re¬ 
cherche des principes propres a la reduction des formes les plus 
gen&rales composees d’un nomhre quelconque de variables, ques¬ 
tion capitale et qui peut-etre sera bien au-dessus de mes forces. 
Voici ndanmoins sur ce sujet un premier theoreme destine a pre¬ 
senter, dans le sens le plus etendu, la notion des formes adjointes 
de M. Gauss. 

Soit 

(i) X = /(«i, x 2 , • x n ) 

V expression generate d'une fonction homo gene du m ihme degre 
a n variables. Faisons 


(a) 


dX dX 

dxi ~~y xi doc 2 ~~y-’ 


dX 

dx n 


par Velimination de x iy x 2 , . • x fl on arrivera a une equation 
(3) 7T(X, JKj, J2, • . •; y n ) — O. 

Gcla btant, les coefficients des diverses puissances de X se- 
ront ce quc j’appellcrai les formes des divers degres adjointes 
a f(x\) .r 2 , . • •? x n ) : et je les ddsignerai gen£ralement, en sup- 
posant dgal a Tunite le coefficient de la puissance la plus elevee 
de X, par 

Or on aura le thdoixune suivant, comme consequence immediate 
de la definition qu’on vient de proposer : 

La fonction homogdne 

j\x u X 2 , . . Xn) 

devenant 

F(X a , X 2 , X«), 

par la substitution 

CCi = a,\ Xi -h a 2 Xg Un X/z, 

X’l = Xj -4- b 2 X=> -+■••• 4- bn X/z, 


Xn- 


ll Xi l 2 Xg In X/j 


(») Journal de Crelle, t. 36, p. 35 7 , et p. 84 de ce Volume. 
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si Von designe par G la forme adjointe, composee avec les 
coefficients de F, comme g esl composee avec les coefficients 
de f, on aura 

g(yii 72 j • • *,yn) = G(Yi, y 2 , ..Y n ), 

en prenant 

Yj .= ct L yi 4- y*> 4~* * •-+- hy n-> 

Yq = ^2 JKl b 2 y 2 hy,l, 

.. 

Y rt = a n yi -f- b ri y 2 4-.. .4- Inyn- 


Mais il important surtout d’obtenir le rdsultat general de Peli- 
mination des variables x i: x 2 , . x n , enlre les Equations (i) 
et (2). Yoici comment on pcut y parvenir : 

Soil 


: y^ ni ~ i /{os i, Xi 


(%\y\ 4- x. 2 y 2 4-. . .4- X n y n )» 


m tn 


une nouvelle fonction homogene du /?z i6mc degre dc X\, x 2 , x n ; 
j’observe que, aumoyen des equations proposees, les suivantcs onl 
lieu, savoir : 

Cp = O 

et 

do do di p 

dxl ~ °’ 'S^ ==<> ' 


Elies se reduisent en efFet a des identilds, en mettant a la place 
de X, d’une part, et cl ey, de Pautre, lours valours 

en^, x 2 , ..., x n , telles que les donnent les equations (1) et (2). 
Done la question est ramenee a P elimination de x { , x 2l ..., x n 
entre les equations homog&nes 

do _ do r/cp 

dx 1 °’ dx 2 °’ dx tl ~~ °’ 


car Pequation <p = 0 rentre dans celles-la, et on pent Pome lire. 

Ainsi, representant la forme / par la somme des valeurs du 
produit 


lorsqu’on attribue aux quantity i tous les syslemes de valeurs en¬ 
dures et positives qui v^rifient la condition 


h 4 - h 4-.. . 4 - i n = m, 






et clesignant par 


£ = o 


la relation enlre les coefficients A qui resulte de l’elimination cle 
x i7 x 2 , .. x n entre les equations 


df __ df_ _ df 

dx x °’ dx 2 ° J dx n 

on aura le th^oreme suivant : 

Li equation 

n(X,7i, j 2 , •• • ? Yti) = O 

s'obtiendra en remplagant A* / Tt , rfrms 


par 


X "*- 1 A/ 1jZ - 2> . — (il; i 2 , 




(7 1? 4, ..4) le coefficient numerique dey l [y l y . ,y l ;gdans 

le developpement de la puissance polynomial 

(jKi-hy 2 -+-. .. + 7 rt ) ,H - 

On observera seulemcnt qu’il y aura lieu cle supprimer commc 
lac tour etranger unc cerlaine puissance dc X, ce qui n’altere en 
rien la forme analytiqne du resultat quc jc viens d’oblenir. 

L’application aux formes quadraticpies est bicn simple. La forme 
proposee etant 

n n 

1 1 J 

sous la condition ordinaire 

a i,j = ajj, 

la forme adjoin Le g sera 

n n 

V'l \ri d D 

^=2d 1 -A-^7 ra7, 

i i 

D 6tant le determinant de la forme /. 

Je prendrai encore comme cxemple les formes cubiques binaires 


f = ax 3 h- 3 bx 2 y H- 3 cxy 2 -f* ey 3 . 
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Dans cc cas, V expression designee par £ coincide avec le deter¬ 
minant unique de la forme, tel que je l’ai obtenu dans la theorie 
de la reduction, et le coefficientdu second terme de liquationen X 
donne la forme adjointe 


3. 

£\da 


d£ 

db 


x 2 y- 


d£ 

dc 




d£ 

de 


r 


= -7 [( cie~ — 3 bee h- *2 c 3 ) x 3 — 3 ( ace — 2 & 2 e •+- be 2 ) x*y 


• 3 (aac 2 — abe — b~c)xy * t — (3 abc — a^e — ib z )y*\. 


En <$tudiant cette forme que je trouve dans nn des Mdmoires de 
M- Eisenslein, j’ai reconnu qu’elle se deduisait de /, en y rem- 
plaeant les variables par les deux expressions lindaires 

d<P d<P 

dx 7 dy 7 

<E> etanl 1’expression quadratique 


(ac — b-)y 2 — (ae — bc)xy h- (be — c 2 )a? 2 , 

considcSrdc encore par M. Eisenstein, et par moi-meme dans la 
Note du Journal de Crelle , sous la forme 


(a— p)2 (7 — Ta7 )2_ + .(p — T) 2 (J"* — a^) 2 H- (Y — a^iy— $xf, 


a, (3, y dtant les racines de l’equation 

ax 3 •+• 3 baP H- 3 cx -+- e = 0 . 


Maintenant, Monsieur, je reviens a la lli^orie des formes qua¬ 
dra tique s, pour essayer de vous completer quelqnes points de la 
derniere Lettre que j’ai eu l’honneur de vous ecrire. Etd’abord, 
j’ai du rcconnaitre que ce qu’on devait se proposer avant tout, dans 
la theorie de la reduction, elait de decouvrir les valeurs endures 
des indetermindes pour lesquelles une forme d6finie donnde dtait 
la plus petite possible . De la, en effet, se tireraient les conse¬ 
quences suivantes : 

i° En cherchant la s^rie des minima de la forme binaire 


O' — + 
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pour toutes les valeurs positives de la quantity A croissant d’une 
maniere continue de z6ro a l’infini, les diverses fractions ~ re- 
presenteraient Vensemble des reduites de la fraction continue 
equwalente a a. 

2 ° En chercliant de m&me la serie des minima de la forme ter- 
naire 

A(z — axf -+- B (y — bx ) 2 -H i 

ou A et B sonl deux quantity positives cjuelconques, a et b deux 
quantity r<§elles, toutes les fractions ^ ~ auraient ce caractere 
essentiel qu en choisissant un d&nominateur x 0 mo indr e que x, 
deux aulres fractions. — > — ? donneraient necessairement 

J 7 X 0 Xo 

A (z 0 — ax 0 ) 2 n- B(jKo— bx o y > A (z — axf -+- B(y — bxf. 

Car, si cette in^galiUj n’avait pas lieu, l’expression 
A (s 0 — ) 2 -f* B (— bx 0 y-+- ■— 

serait moindrc que 

A (z — axf -4- B(y — bx)~ + ; 

done cctte dernierc ne serait pas, coniine on Fa suppose, un mi¬ 
nimum. 

Cela etant, si l’on observe qu’on peut Loujours fairc 

A(- - accy- + B(J - bxy- H- £ < , 

et a fortiori 

AO — axf-h B(jr— bxf~ < , 

on voit que, en falsant croitre continucllemenl A, la sdrie des frac¬ 
tions — converge inddfinimenl vers les limites a et b, et que, 

X X 

pour chaquc approximation, la somme des carr^s des erreurs 
- — ax,y — bx, multiplies par les constantes A et B, est un mini¬ 
mum, c’est-4-dire que cette somme augmente, si le d^nominaleur 
commun x diminue. 
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Ce qui precede indique suffisamment nne infinite d’autres con¬ 
sequences analogues, qui Loutes viennent dependre de la recherche 
difficile d’une limite precise du minimum d’une forme defmie quel- 
conque. La-dessus je ne puis former qu’une conjecture. Mes pre¬ 
mieres recherches, dans le cas d’une forme a 11 variables de deter¬ 
minant D, m’avaient donne la limite 




je suis porte a prosumer, mais sans pouvoir le d^montrer, quo le 


coefficient numerique doit etre remplace par - 


V( n-+-L) 


Comme application des memes principes, je considererai en¬ 
core la question suivante : 


Etant donnee une expression iniaginaire a~\- b \]— r : de¬ 
terminer les entiers complexes 

x -t-y sj — 1, t-\- u \/— r, 

pour les quels la nor me de 

_i_ j /_ j)( a -+-b /-^ 7 ) — (t -+- 11 \/~) 

soit la plus petite possible, sous la condition que x 2 -4- y 1 soil 
au-dessous d J une certaine limite. 


On cherchera les minima successes de la forme a quatre va¬ 
riables ' 

/= {ax— by— ty~-h {ay -h &*?—- -+- — y --- - , 

pour toutes les valeurs de A; les diverses fractions complexes 

t -f- u ^— 1 
x -4 ~y /— 1 

anxquelles on parviendra ainsi, jouiront de cette propriete carac- 
teristique que le module de la difference 
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crottra necessairement en prencuit toute autre fraction dont 
Le denominateur aurait un module moindre. 

Mais une autre propriety de ces fractions les rapprochera en¬ 
core davanlage des reduites de la iheorie des fractions continues. 
Soient 

t -t~ u f — I /'o 4- Uq \f — i 

x y f — i ~+~ jko f — i 

deux fractions dificrentes qui correspondent a deux minima con- 
secutifs de la forme /*, de sorte que les deux valeurs de A qui ont 
donne lieu a ces deux fractions soient infiniment pea diOfcrenles 
l’une de l’autre. Alors, en observant que le determinant de f cst 
on general > le premier minimum donnera, en admeltant la con¬ 
jecture ci-dessus, 

{ax — by — 0 2 ■+■ ( a y — u.) 2 -h . ^ ‘ <C 

a y/5 V A 

ct Jc second 

(ax 0 — by 0 — t 0 ) 2 -+- (ay^ -H o — ™o) 2 -+- t < xp 

A + w ys /a + co 

to designanl une quantile aussi petite qu’on voudra. Cela posd, 
multiplions ces deux indgalitds, membre a membre; on irouvera, 
on employant une formule bien conmie (*), 

i'P'P n [-- 'j' )' I ~ 

(ax — by — t) (ax „ — by 0 ~ (ay bx—u)(ay {) -h bx 0 — u 0 ) h- - 7 - - - ! 

/A (A-hw)| 

S - (ax — by— l ) (ay 0 *+■ bx () — ^^o) -\-(ax 0 — by {) — 1 0 ) (ay -4- bx — it) -4- \ 

( ' /A(A-hco)) 

| (V^A-f- co — /a) [a(yr 0 •— £rx 0 ) 4 - b (x 0 y- 4- x — u 0 y] -4- y/A (ay {) — rt n y-h / 0 x— rr () 

\ \f A ( A -4- to) 

i — V&) \a(yx (f -+-xy () )-h-b(xx Q — yy 0 ) — i 0 y-. u 0 x\ - 4- \/a f/r 0 —-f 0 j-4- uxq—uqc 

( /a (A -4 - to ) 

Jl J_ ■ 

/5 fK (T-+- to) ’ 

d’ou, en n6gligeant les deux premiers carres el inlroduisanl la 


( l ) La formule d’Eulcr, qui donne sous la forme d’une somme dc qualre carries 
le produil de deux sommes de quatre carres, suit imnmSdialement de ce que le 
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condition que to est infiniment petit, 


(uy o — u 0 y 4- t 0 x — (ty 0 — t Q y 4- ux 0 — u Q xy < 



et, par consequent, 

(uy 0 — uoy + tox — xot)' 2 -!- (ty 0 — t 0 y -4 itx 0 — u 0 x)* = r. 


Ainsi, la norme du numerateur de la difference de deux fractions 
complexes consecutives est Vunite; on eut obtenu Vunite on le 
nombre deux , en employant dans l’expression du minimum de/ 


le facteur ( ^ 


au lieu du coefficient hypoth^lique jp (* ). 

y/5 


La m^thode precedente s’applique encore aux nombres com¬ 
plexes x -f- y\J— n, dontla thiorie est plus difficile et sur laquelle 


produit des deux determinants {ad — be), {a 1 d’ — b'c') est le determinant du 
sy st erne 

[ aa'-^rbe'^ ab'-hbd' 
ca'-T-dc', cb'A-dd' 

En diet, il sufflt de supposer 

a=/?4-<7\/“ 1 ') b = r -h $ sj— i, c = — /• 4- s \J — r, d = p — q \j — i, 
a' = p’ —t~ q' sj — 13 b r = r'-h s' \J— i, c' = — r'4- s' sj —i, d'= p r — q r \j— i 

pour obtenir 

{p~ 4 -* q~ 4 - r~ 4 - s ~) ( p'~ 4 “ q ]% 4 - t'’~ 4 - s’~ ) 

= {pp'— qq'— rjj — ss')~ 4 ~ {pq f 4 - qp' 4 - rs' — sr r ) 2 

4 ~ {pr' — qs' 4 - rp'-h sq')~ 4 - {ps'-jr qr' 4 - p's — q’ r)‘K 

Celle de Lagrange vient en mettant q y/A, r\jB , s /A 11, ... au lieu de q , r, s , 

(*) M. Hermite a repris cette question dans un Memoire ulterieur en se ser¬ 
vant des formes quadratiques binaires a ind6termin6es conjuguees, et demontre 
rigoureusement que la norme est bien £gale ci un. 

On doit remarquer que la limite bypotbetique -■ ■ ■ y ; D admise par M. Her- 

y n H- i 

mite est trop faible. Pour n = 4? elle ne donne dejci plus la limite supreieure du 
minimum. En effet, cette limite est alors, d’apres MM. Korkine et ZolotarefF, 
\J 2 J/D, et e’est 1& une limite precise que Ton ne peut abaisser. Comme \J 2 sur- 

passe -pL ? la limite hypothdique est trop faible. Si l’onreprend lecalcul ci-dessus, 
V 5 

en remplaQant — par ^ 2 , on retrouve d’ailleurs le r^sultat de M. Hermite, qui 

V 5 

se trouve alors aussi completement etabli par cette voie. E. P. 
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je me propose de revenir. Mais ce n’est qu’au moyen de la reduc¬ 
tion de formes de degrds plus eleves qu’on pourra rdsoudre les 
questions analogues a la precedenle, dans lesquelles entreraient 
les nombres complexes reels x -\-y f n et ceux qui dependent d’ir- 
rationnelles numdriques plus compliquees que les radicaux carrds. 

Voici maintenant unc autre serie de questions imporlanles dont 
la solution depend encore de la recherche du minimum d’une 
foiune quadralique et qu’on peut comprcndrc dans cet enonce ge¬ 
neral : 

Trouver, ert nombres entiers } le minimum du produit d y un 
certain nombre de fonct ions lineaires et homo genes, d coeffi¬ 
cients reels ou imaginaires . 

Nommons 

J 1 ) J'll • * * j fn 


les fonctions lineaires a coefficients rdels, 

tft, £ r 2 ? -AOr; h u ht, . h n > 


les fonctions a coefficients imaginaires, gi et A/ dtant des fonctions 
conjuguecs. Si 1 ’on suppose que 1 cur produit prenne la plus petite 
valour possible cn attribuant aux inddtermindes les valours en¬ 
tires x = x ( ), y=y 0 , ..et qu’on designe alors par 


/* 0 ro f 0 

j 1} y 2' * • ■ ’ j n 


cc que deviennent les factours lindaircs reels, et de memo par 


tr 0 1, 0 • rrO 7,0 • o-O , /j 0 

ft 1 J “h ft 2 J ,l 1 1 • * • i ft At J n tl 1 


les (Uvcrses couples dc factcurs conjuguds, je dis que la forme 
quadra lique 


-I- 


II 

f% 


7 W 


o-O / ? (> 
ft 2 /6 2 


7 tidin' 


sera elle-meme la plus petite possible pour x — x 0 , y. 
Supposons, en effet, qu’on puissc avoir 




A 


AY 

IV 

n. — i. 


fAY 

\n) 


t hi 


ffihi , 

AW S\h% 


= M > 

ffn' h n' 
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M £tant moindre que w + 2/i'; comme le produit des facleurs 


(a) 



n) U ?hj \gw) ” 


sera toiijours inferieur a son maximum 


M 


la supposition de M < n -f- 2n f conduirait a 

f\f%‘ • • fn*g • * *g tidin’ * • •/% *g°i ^1 • g\ ^2 * • 'g%dl%', 


et, par suite, le produit des facleurs lindaires ne scrail pas, con Ire 

Fhypothese, le plus petit possible pour x = x 0 , y = yo, .J’a- 

joute qu’en faisant M == n -f- 2 n f le produit (a) ne pourra atteindre 
son maximum 011 l’unitd qiFaulant qu’on aura 



g\ = g 2 hs 

g\b ? 15 gW 


f°n) ' 
gn' h n > _ 

o-(),A0~ 
n tv • ( 'tv 


Nous voici done encore conduit, comme vous le voyez, Mon¬ 
sieur, a cette recherche singuliere de tons les minima, d } une 
forme quadratique, correspondant aux divers systemes de 
valeurs de plusieurs parametres quHl faudra supposer passer 
par tous les etats possibles de grandeur , Telle est du moins la 
voie qui nous est ouverte, par Fanalysc prdcddenle, pour la solu¬ 
tion de nombreuses questions, parmi lesquelles je choisirai celle-ci: 

©(a) designanl un nombre entier complexe, compose avec 
une racine a de Vequation F(#) = o a coefficients entiers, celui 
du premier terme etant Vuniti, trouver toutes les solutions de 
Vequation 

Norme cp(a) = 1. 

Soit M un minimum d’une quelconque des formes ddfinies 



. ~ ?( Pi)?(tO , . ?(&)?(?») , , „<p(M?0»') 

+ K> +2 Kj +---+ 2 K|r~' 
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dans lesquelles a,, a 2 , .. a n designent les racines reelles, et (^, ; 

p 2 , y 2 ; * • • 5 Y«' * es C0ll ples des racines imaginaires de l’equa- 

lion F(#) = o. En faisant, pour abreger, n-+-in ! — m, on deduira 
de la limile 



ou D esl le determinant de < 3 >, la relation suivanle : 

1} A. 

Norino **(«)< (i) —, - 

dans laquelle A repr^scnte la valeur absolue de l’expression 

et ou n’enlrenl plus les valours dc A*, A 2 , ..., K { , K 2 , .... 

Done, quelles que soient les quantiles A 1? A 2 , ..., K /2 ', le mini¬ 
mum de <E> conduit a une valeur toujours limitee pour la normc 
de <p(a); mais ce qui a ete dtabli precddemment fait voir, dc plus, 
qu’en faisanl passer A*, Ao, ..., 3 K 2 , ... par to us les eiats pos¬ 

sibles de grandeur, on obliendra necessairement toutes les unites 
complexes, loutes les solutions dc liquation 

Normc cp(a) = i. 

Considerons une solution parti culidre telle.que N cp 0 (a)= i, elle 
sera donnee, par le minimum de cp, dans l’lrypothdse suivante : 

,i>= TiMlV i - r yM ] 2 

L?o(*i)J L?o(«s)J L?u(*»)J 

,o ?(P»)?(ri) , , , ?(M?(y«') 

' To (Pi) T>o(Yi) <?o(3«') <Po(7«')” 

Mais lie pourrait-il pas exisler deux ou plusieurs autres represen¬ 
tations dislinclcs du memo minimum et conduisant, par suite, a 
de nouvelles solutions? 

Observons, a cet diet, qu’on a les conditions 

r <p(ai) ~i»_ f ?(«») ~|* f ?(Q P- 

L*P»(*1>J ' L?o(« 2)J ’ L<PoK)J ’ 

?(P0 y(Ti) _ ?(M?(y»') 

t«(Pi)?o(yj) ’ yo(M?o(Yn') ’ 

ddja dtablies prdeddemment, de sorte qu’en supposant l’dquation 
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F(x) = o irreductible, si l’on prend tp(a { ) = f 0 (a,), la m^me eq^ ia " 
lion aura lieu pour loute autre racine reelle ou imaginaire, et il 4318 
serait de m£me en parlant de la condition 0(0^) =— cp 0 (a i ). O r ? 
le premier cas conduit necessairement a x = x 0 , y = y 0 ^ e t 1 

second a x = — x 0j y = —jKo,- 

Mais, si toutes les racines etaient imaginaires, la demonstrateo 15 
scrait en defaut; dans ce cas, on est conduit a detacher de 1’en¬ 
semble general des solutions un certain nombre d’entre elles cjei 1 
ollrent ce caractere singulier de donner lieu a des entiers c&m ~ 
plexes dont le module analytique est Vunite, Ainsi du mini¬ 
mum de la forme 

^ ^ ^ , ?( M ?(T«0 

®o(Pi)?o(Ti) <Po(P*) To (Ts) *** ?o(P»0 ?o(Tn') 

on deduira non seulement 

®<Pl)= ?o(Pl)» ?(Yl)= ?o(Yl)> •••, ?(?»') = ?o(P/.0> ?(Y»') = ?o(yrzOf 

mais encore 

?(Pi) = «?o(Pi) <KPi), ?(y 0 = ?o(Yi) *Ky0? 

?(M = TotPd'KW) ¥(y*') = ?o(y*') <Ky«')> 

les nombres entiers complexes satisfaisant aux conditions sxii — 
vantes : 

+ (Pi) 'KyO = r > «KP0 Ky*) = L •••> <KP«') 4^/1) = * > 

et l’on pourra en faire abstraction puisqu’ils peuvent etre deter¬ 
mines d’avance. J’ai trouvd, du moins, qitils ne pouvaient <2 
que de cette forme, savoir: 



k et l etant entiers. Le d&nominateur l est sans doute egal au 
nombre 2n r y- i, mais je n’ai pu encore suffisamment approfoncl i i* 
toutes ces circonstances qui me paraissent bien singulieres. 

Quoi qu’il en soit, les considerations qui precedent ^tablisso n t 
qu’on n’aura jamais a rechercher qu’une seule representation, e n 
nombres entiers, de chacun des minima distincts, donnant lieu 
a une unite complexe, qu’offrira la forme <£, lorsque les quanti 

Ai, A2, A Kj, Kg, •••? K/i' 
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passeront par tous les etats possibles de grandeur. Mais, une fois 
amenes a cette nouvelle recherche ? il faut recourir a la theorie de 
la reduction des formes quadra tiques quelconques. Je vais, avant 
tout, definir ce que fappelle reduire une forme donnee ( i ). 

Soient/cette forme, et ...laserie entiere de toutes cellos 

cpii lui sont equivalents, et que je representcrai, d’unc manicre 
generale, par 

n n 

/ = • y ^ it a J, iXiT J’ 

1 J 1 1 

en supposantquc les coefficients des carres, ranges par ordre crois¬ 
sant de grandeur, soient 

Ct\ \, a 2| a, ■ • ‘ j U'nn* 

Cela dtant, nous subdiviserons, progressivement, 1’ensemble de 
toutes les formes equivalentes, en r^unissant dans un m&me gronpe : 

i° Toutes les formes ou a^ { a la plus petite valeur possible; 
a 0 Parmi celles-ci, toutes celles ou a 2 , 2 esl dgalement un mi¬ 
nimum ; 

3 ° Parmi les precedences, celles ou a 3j3 cst encore un minimum; 
et ainsi de suite, de telle sorte qu’apros avoir epuise la s^rie 
^ 2?2 , .. a„, n on arrive a une ou plusieurs foimes dont les coeffi¬ 
cients des caiTcs sont nccessaiirmcnt les m&mes. 

Ces formes 0(Trent un caractere esscnliel qui consisle en cc que 
toutes les expressions quadr-atiques 

(an, a iJ: ajj) 

sont reduites. On peut etablir qu’on a la limilc 

a t 1 a 2 2 • • • a n n < [J.D, 

p. etant un coefficient numerique ne dependant que du nombre n 
des variables; mais je ne m’arretei'ai pas a la demonstration. 

Revenons au deimier groupe de formes equivalentes auquel nous 
venons de parvenir, il pomra etre subdivis6 de nouveau, d’apr^s la 


(*) II csl clair, d’apres les operations indiqudes, qu’il s’agil sculement ici cle 
formes rl&linies. E. P. 
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grandeur des determinants 

A ij = ciiiajj — alj, 
en reunissant ensemble : 

i° Toutes les formes oil A Ij2 sera le plus petit possible; 

2° Parmi ces dernieres, toutes celles oil A, j3 est egalement un 
minimum; 

3 ° Parmi les precedents, celles ou A* est encore un minimum ; 
et ainsi de suite, de telle sorte qu’apres avoir epuisd la sdrie 


on passe a la suivanle 
puis a celle-ci 


A 1 ^ 2 , Ai } 3, Ai >w , 

A 2 } 3 j A 2 ^, •••, A 2} //, 

A 3 , 4 ) A 33 , A 3 ^, 


et Ton continuera jusqu’a ce qu’on soit arrive, en derniere ana¬ 
lyse, a une ou a plusieurs formes offrant des valeurs numeriqucs 
egales, pour toutes les quantity A ij. 

Mais il est evident qu’alors les valeurs absolues des coefficients 
ciij sont pareillement les memes. Or la forme unique qu’il faudra 
defmitivement clioisir pour reduire s’obtiendra par la considera¬ 
tion des determinants ternaires 


A ijk — Q'ii&jJ&kk ~l - ‘bCt'ij Clijf(Zj t - 




en operant comme on a fait prccddemment avec les functions A/j. 
Les formes r^unies en dernier lieu, offrant les memes valeurs des 
diverses expressions A/j^, deviendront identiques ( { ), en rendanl 
positifs par exemple, comme cela est toujours possible, tons les 
coefficients a\j. 

Reduire une forme donn^e/, ce sera done chercher la transfor¬ 
mation de cette forme en la reduite £qnivalente telle qu’elle vienl 
d’etre defmie. Cette reduite, comme vous le voyez, Monsieur, n’esl 
pas celle a laquelle conduit la m^thode que j’ai eu l’honneur de 
vous soumettre dans ma derniere Lettre. II y aura done lieu d’es- 


( 1 ) Si certains des coefficients a u {i— 2 , 3, etaient nuls, on n’obtien- 

drait pas necessairement ainsi l’identit 6 des deux formes, mais il est facile de 
combler cette lacune de manidre & avoir toujours une reduite unique. E. P. 
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p^rer une nouvelle substitution, rnais jusqu’ici je n’ai vu cl’aulre 
moyen a employer que celui qui est indique par l’analyse prece- 
dente et qui consiste a former la serie entiere des formes aux plus 
petits coefficients des carres. Seulement, il esl facile de demonlrer 
que leur nombre a uue limite independante du determinant et 
qui estfonction uniquementdu nombre des indeterminees. 

Dans le cas des formes ternaires, les reduites jouissent d’une pro¬ 
priety qui merite peut-etre d’etre remarquee, car elle ne me pa- 
rait pas s'etendre aux formes conte nan t un plus grand nombre 
de variables. Elle consiste en ce que toute forme ternaire re- 
duite cp(.zr,y, z) prend unevaleur moindre, en diminuant celle 
des variables dont la valeur absolue est plus grande. 

Soit 

cp = ax' 1 a r y 1 h- a" z 2 -+- 2 byz - 4 - 2 b'xz - 4 - 2 b"xy. 

E11 supposant quelconques les signes des coefficients b , b f , b u , 011 
peut admettre que les indeterminees sont positives. Or, en suppo¬ 
sant x xf>z, on prouve aisement la proposition enoncee ( d ), 
dans chacun des quatre cas qu’offrent les signes de b’ et b ,f , au 
moyen des Equations identiques 

i.y, z) — ©(a?, y,z) 

= — 2( x — i) ( a - 4 - b n - 4 - b *) - 4 - 2 b"(x — y — 1) -b 2 U(x — z — 1) — a 
= — 2 (x — i)(ah- b ’) — 2 b u y -4-2 b\x — z — 1) — a 
= — 2 (x — 1) (a - 4 - b ") -4- 2 b" ( x — y — 1) — 2 b' z — a 
= —2(27 — 1 ) a — 2 b"y — 2 b'z — a , 


les quatre expressions precddentes correspondant aux quatre cas 

b ':-h 

b ' f :-1-1-. 


Je reviens maintenant a Ja recherche de toutes les representa¬ 
tions distinctes des divers minima de la forme quadra Li que 



?(pi)<p(iri) , f> yCPOyCTa) 


Kf 


K? 


KJ 


(*) II peut y avoir un cas d’exception, auquel ne s’applique pas d’ailleurs Ja 
demonstration de M. Hermite; c’est celui dans lequel les trois variables ont leurs 
valeurs absolues £gales k Tunit^. E. P. 
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correspondent a tous les systemes possibles cle valeurs cle A<, 

Ao, • • • ? ) K 2 , .... 

Dans cette forme, les quantiles <p(a) sont les valeurs d’une expres¬ 
sion telle que 

Xq -+- a X\ a 2 x 2 -+-.. . a /n ~ 1 x m - i , 

en supposant a, Tune quelconque des racines de l’equalion, 

F(x) = o, 

dont le degre n-\- 2 n r est toujours d6sign6 par m . Cela pose, soil 
pour un systeme determine de valeurs des quantity A et K, 


^0 = a oTo H- a ift "+■ • • 

x\ = b 0 j'Q H- b { y { -+-.. *-t- b m —\ym—u 

&m—l — ^oJKo H” l\.Yl ■+" * • • "+* l/n- iXm-l, 
la substitution propre a reduire <E>. En posant, pour abrdger, 
(a)/ = a t H- abi -+- a 2 c* H-. . . -+- * m ~ l h, 

<H a ) = Jo(a) 0 H-.H- 

la transformee rdduite sera 



. .<KPiH(yi) , .<KP*H(Y*) , , „<KM<Ky*'> 

2 Kf +2 Kjj ~ 1 "*'- H ~ 2 Kir 

Mais on peut l’^crire d’une autre manierc. 

Soit y Q celle des ind^termin^es dont le carrd a le plus petit 
coefficient, et posons 

N = (a ,) 0 (a 2 ) 0 . . .(a»)o(P 1 )o(Yi)o* - • (P*Oo(Y*')o> 

il est clair que, a d^signant l’une quelconque des racines, - sera 
un polynome a coefficients entiers en a, et qu’il en sera de meme de 

que je d^signerai par ^/(a). Or, de la valeur-limite du produit des 
coefficients des carrds des inddtermin^es dans toute forme reduite, 
telle qu’elle a et 6 indiqude plus haut, on d^duit facilement, que 
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tous ces polynomes i/(a) ontpour coefficients des nombres en- 
tiers ayant aussi des limites finies . II en est de meme d’ailleurs 
de N, comme on 1’a vu precedemment d’une maniere speciale. 
Done, transformant ainsi les fonclions <t(a), savoir : 

[jKoN -+*.72 ^2 ( a ) "+“ • • 


et posant 


X( a ) = ,>'o N -+-/i^(a) -f-y;>'M a ) ■+■• • 

( a /)o _ T ($r)o('(i)o 1 

NAl “ W ”NH<| ~~ K 

l’expression de A devient 



X(Pi)X(Ti) 

Ki* 


et e’est la le type analyiique (*) auquel je voulais arriver pour y 
rapporter toute forme rdduite. Le nombre de ces types, comme on 
le voit d’apres le caractere des fonctions ^(a), est essentiellemenl 
fini } et e’est la an rdsultat cjui ouvre la voie a im nouvel ordre de 
recherclies destinies, si je ne m’abuse estrangement, a jeter un 
grand jour sur la nature si inconnue des irrationnelles alg 4 - 
briques. 

Et d’abord, on en deduit immediatement line demonstration 
direcle de la possibilite de Vequation que je me suis propose 
de resoudrej savoir 

Norme cp(a) = i. 

En effet, on a {Dour cela le theoreme : Que lorsqidune substi¬ 
tution 

= poj r o-hpiyi +••• + ^-1/^1, 
x v — q$}\) ■+■ q i y i -+■ • * • q m-i y m~i> 


%m- 1 = s Q y 0 S m „ x y ni - U 

correspondant a un systeme different de valeurs de A\, A 2 , . 
K i? Ko, conduit au meme type reduit l F, le nombre entier 


( : ) D’apres M. Hermile deux de ces types sont les meuies lorsqu’ils ne different 
entre eux que par rapport aux quanliL6s h! et K\ Jaqobi. 
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complexe represente par le determinant des quantites 


(“)o 

(«)l • 

• • ( a )m —J 


q x .. 

■ • q m-~ 1 5 


/•, 

Cm— li 

*0 

Sl 

S/n — 1 ) 


aura pour nor me V unite. 

J’ai trouve aussi : qu’il suffisait d'obtenir le systeme des 
substitutions propres d reduire la forme ( 3 > dans un inter oalle 
Jini des quantites A et K, les substitutions correspondant d 
toutes les ciutres valeurs de ces memes quantites se dedui - 
sant de celles-lci . 

De la on deduit que toutes les solutions de liquation 
Norme cp(a) = i 

peuvent s’obtenir par un nombre limite d’entre elles, convena- 
blement choisies, mais d’auti'es considerations menent a la meme 
consequence. Je vais les indiquer en restant dans le cas particulier 
qui me les a fait decouvrir. 

Designons par a la racine r^elle, ct par [3 et y les deux racines 
imaginaires de l’equation du troisieme degr6 a coefficients entiers 

x z h - A. x~ = o . 

Soient aussi <p et A deux unites complexes de la forme 

x -h cay a- z } 

je dis quede ces deux unites en resulte line troisieme dont elles 
sont rune et Vautre des puissances enderes. 

PosonSj en effet, 

$ = if = cp^o^wo, 

n : .m 0 , n 0 etant quatre nombres entiers tels qne 
mn Q — /im Q = i, 

on aura reciproquement 

O = <t>' 7 o ij; = 

De deux choses l’une : ou Ton pourra faire par exemple <E> == i, et 

S 

le theoreme est demontr6 : ou bien au moins = e ^tant 
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moindre que 1’unite et n pouvant prendre une infinite de valeurs 
differentes. Or, ajant toujours norme $=i, on conclurait qu’il 
existe une infinite de solutions de cette equation dans lescjuelles la 
valeur de l’unite complexe reelle et celle du module analytique 
des deux unites conjuguees imaginaires seraient aussi voisines du 
nombre i qu’on le youdrait, ce qui est absurde. 

Une metbode toute semblable m’a conduit a demontrer que, 
dans le cas des trois I'acines reeiles, tonics les unites sont les 
produits des puissances de deux d’entre elies qui ne sont pas r 6 - 
duclibles Tune et l’autre aux puissances entieres d’une Iroisieme, 
et il ne me parait pas difficile d’^tendre les memos considerations 
au cas le plus general. 


Quatri6me Lettre. 

La derniere Lettre que j’ai cu l’honneur de vous (icrirc 6tait a 
peine par tie que j’ai eu communication, par M. Liouville, d’une 
Note tiree des Comptes rendus de votre Acadcbnie, et dans la quelle 
vous traitez de la reduction des formes quadraliques, a coefficients 
enliers, sous un point de vue qui ne se serait jamais pr^sentd a mon 
esprit et qui m’a vivement inl^ress^. Le r6sullat plein d’dlegance 
auqnel vous arrivez par une melhode si simple m’a fait rechercher 
si, dans cc nouveau type de formes rdduiles, il y avail encore pos¬ 
sibility d’obtenir des Limitations des coefficients, fonetions seu - 
lement da determinant. 

En particulier, j’ai consid^rd les formes definies lernaires 

f = ax 2 ct'y~ a" z 2 ~h 2 byz h- ‘ib'xz H- % b"xy y 

dans lesquelles, d’apres le principc de voire metbode, il faut faire 
par exemple 

b t 0 V t a, 

<* = ^ 4-137)7 y = — — 6 -+- 

to designant le plus grand commun diviseur de b et b l : determine 
par liquation 

w = 6 p' 
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On obtient ainsi la transformee 

,2Q 2 -h 2t'r] 2 H- a"z % -t- 2 35^ -+- 2 w/] z, 

ou Tim des rectangles des indeterminees a disparu. 

Cela pose, si les coefficients de la forme proposee sont li- 
mites, aa moyen du determinant D, it en sera de meme des 
coefficients de la transformee. En particulier, % pcut s’ecrire 

31 = — (ab'--+-a'b'* — 2 bb'b")= ~(aa'a”—a"b"*-T>), 

Cl)- ti>" 

done 

to- 

Or on peut ensuite supposer 

en determinant convenablement (3 et ( 3 ' dans liquation 

to = b P'h- ( 36 ' 

ou, ce qui est an fond la meme chose, en changeanl dans la trans¬ 
formee £ en £ my\. Quant a la limite du dernier coefficient 
elle se tire de l’equation 

3131 ' — & = aa'— 6 " 2 . 

En revenant aux premieres considerations qui m’avaienl fail en- 
trevoir, il y a longtemps, l’importance de la recherche du minimum 
des formes a un nombre quelconque de variables, j’ai 6 l 6 conduil 
a presenter de la maniere suivante les id^es que vous avez le pre¬ 
mier 6mises sur Pimpossibilite de certaines fonctions p^riodiques. 
Soient, pour les fonctions d’une seule variable, 

a -+- b f— i, —), a n -\-b”\J—i 

trois indices quelconques de periodicitd, je consid&re la forme dd- 
finie ternaire 

7 2 

/ = (ax h- a!y -+- a”*)* -+• (bx -+- b’y -+- b"z)* -h 
dont le determinant 

ab' — ba! \ 2 

A J ' 




LETTRES SUR LA THEORIE DES NOMBRES. 


L 57 

Si ab r — ba! n’est pas nul, et que les deux equations 

ax -b a'y -4- a' r z = o, bx H- b'y -+- b"z = o 

ne puis sent etre verifiees pour des valeurs e 11 tie res de #, y et z : la 
fonction sera impossible. Gar pouvant faire, pour toute valeur de A, 

/ < V'H) 

et, a fortiori , 

{ax -f- a' y 4- a" z )- ( bx -b U y - 4 - b' ! z )- «< v/3 D, 

on deduirait des indices proposes une pdriode dont le module 
serait infiniment petit. Mais ceLte conclusion n’a plus lieu si 
ab r — bo! = 0. Alors je considere la forme binaire 

y 2 

f = (ax -b a!y ) 2 -b (bx -b b'y)- -b 3 
dont le determinant, dans F'hypothese admise, se trouve etre 



Or il est maintenant facile de prouver que lor sque ab l — ba r =o 
l’on ne peut meme admettre les deux peri odes 

a-\-bs/ — 1 et a!-\-b'f — 1 , 

si on les suppose irrdductibles, c’est-a-dire si les equations 
ax -b a'y = 0, bx -b b'y = 0 

ne peuvent avoir lieu en nombres entiers. On peut faire, on cffct, 
pour toute valeur de A, 

/<i/b 

et, a fortiori, 

(flr+a» 2 + (k+ b'y)~ < 1 I), 

ce qui conduit de nouveau a une pdriode infiniment petite. 

Les fonctions de plusieurs variables a periodes coexistantes que 
vous avez introduites le premier dans l’analyse, peuvent £tre trai- 
t6es paries memes principes. 
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Soient 

cti h- bi /— i, ci~h df sj — i, . • •, ki -+- h s/ — j 

n indices simultanes de periodicity correspondanl, re 
ment, aux variables 

x, y, m, 

dans une fonction telle que «), je dis que si U 

de ces groupes dHndiceSj supposes irriductibles, sur / 
la fonction proposee sera impossible, dans ce sens qi 
force d’admettre un groupe ddndices simultanes in 
petits. 

Faisons, pour abreger, 

= ct] X x H— (1%X 2 -+-*••■+" 3'2n-hl 5 

B = b x X\ b.>x% H~. . . 62/H-1 #2/1+1, 


& = k\Xi •+• /eg x% k%u-\- 1 n-v i j 

4T = l\X x -+- 1%X j -f-. . . -h l%n -\-1 


le determinant D de la forme 

/ = SI 2 4- 332 + . . . -1- *2 + 412 dLy 

sera, comme on le trouve aisement, 


A2 


det. 


a x 

a 2 


bi 

b*> 


h h ]* 


^2 »• 


ban 


et la cons6quence que je voulais obtenir decoule, comn 
demment, de la relation 



a laquelle on peut toujours satisfaire quelque grand que s 
Si 1’on suppose que le determinant qui entre dans Fc 
de D s’evanouisse, la demonstration n’est plus applicabL 
proposition n’en a pas moins lieu, et Ton obtient ainsi 1 < 
terme d’une serie de nouveaux cas d’impossibilite dont 
conditions analytiques. 



Soit, pour abreger, 

3b i ~ X\X\ -+- Cl<nX<i -+*. . . H— i&Z/l+l-- ii 

#i = b\ X\ -+- b<2 X<2 -+- . . . -f- x 2/?+l —?*> 

. . 

= A'l X \[ -+- /." 2 X 2 H-. - .-T“ ^2/i-hl— /^2/2-hl—/> 

%i — ^i + Z-2 a? 2 H” • • • ~t~ ^2«4-l-~? — ij 

et soil D* le determinant de la forme 

+Aj-+-*?.+. 

Si l’on suppose Dnul, on trouve que A 2 D; s’obtient en faisant 
la somme des carres de tous les determinants que fournit le sys- 
teme 

a U &U *'*, A'i, ^t, 

a 2> ^2? ..., k*> , / 2 , 

. . . , . . . , • • * J * • • > * * * 5 

&2n —0 bs/i—j) A* 2w —/, Izn—ij 

en employant, d’une manure quelconque, 2 /i— t lignes verti- 
oales. Or, to ate fonction periodique de a variables sera impossible 
lorsque, ayant 2/1— t groupes de periodes simultanees irreduc- 
tibles, savoir : 

j - 4 - b jx \J 1 , Cjj- -+■ — 1 ? - ■ ■ > ^{ji -+“ — 1 | (x = 1 5 

le determinant D; de la forme /}, compost avec ces indices, s’an- 
xiulera. En effet, on arrivera a un svsteme de periodcs simultanees 
infiniment petites, en considerant dans la serie des formes 

ft+u fi+%, •••> f'lti— lj 

la premiere de celles dont le determinant ne s’evanouit point. La 
derniere d’ailleurs cst dans ce cas, car on trouve aisement 

D-2/Z-1 = -^2 ( a i + 

L’analyse que je vieris d’employer s’applique & unc question 
i>ien differente, d la thSorie des unites complexes les plus gdn 6 - 
jrales ; et donne ce theoreme : 

Soil m! le rtombre des racines rielles et des couples de ra- 
cmes imaginaires d’une Equation irrSductible d coefficients 
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entiers et dont le premier coefficient est Vunite, si l 3 on a m ! 
unites complexes quelconques , formees avec les racmes cle cette 
equation , elles peuvent toujours s 3 exprimer par les produits 
des puissances entieres, positives ou negatives, de ml — i autres 
convenablement choisies (<). 

Nommons 

oc h CL tl 

les racines reelles de Inequation propos^e, et 

pi, yi; P®> y®; •••; P*'> 

les divers couples de ses racines imaginaires. Soit encore 

cp/(a) = a.i H- ab[ a 2 c,- . .-4- // 

nne unite complexe quelconque, et 

tog ?* (°0 = («)» 

logcpdP) ) = (P, y)^ 

F(a) = a?i(a)! -f- x 2 (cl ) 2 x m >{a 

F(p, Y) = YJi+^sCP* Y)s “+-• • -H-^m'(P, Y)/«'; 

je dis qu’il est toujours possible de determiner, pour#*, x 2 , ... r 
un systeme de valeurs entieres, positives ou negatives, telies 
qu’on ait 

(i) F(a) = 0 ou cp^(a) ? ^(a). .. = I. 

Cette condition d’ailleurs aura ndcessairement lieu k la fois pour 
toutes les racines, reelles ou imaginaires, puisqu’elles appar- 
tiennent, par hypo these, a line Equation irr^ductible. 

Supposons, en effet, liquation (i) impossible, et voyons quelles 
consequences vont s’ensuivre. 


C 1 ) Le theoreme complet, savoir : Quit y a effectivement , dans tous les cas, 
mJ —i unites complexes independantes par les produits des puissances des~ 
quelles on peul representer toutes les autres, est un des plus importants, mais 
aussi un des plus £pineux de la Science des nombres. La demonstration rigou- 
reuse de ce theoreme a et6 donnee par M. Lejeune-Dirichlet dans les Comptes 
rendus mensuels de VAcademie de Berlin du 3 o mars 1846. Voir aussi ceux 
d’octobre 1841 et d’avril 1842, et une Lettre du merae auteur k M. Liouvillc. 
{Journal de Mathematiques , t. V; 1840.) Jacobi. 
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En premier lieu, deux syslemes distincls de valeurs enlieres des 
inddlerminees, # 2 , -•ne donncronl jamais la memo va¬ 
lour de F(a). Car, ayant, par example, 


^l(«)l + ^(«)2+.. .- 4 - Xm'(z)ni' = J / ‘l(*) 1 4-.X 2 (^)2 ~+- . . . H-JO,, ■ ( x 


on cn deduirait 


c’est-a-dire une solution de Fd qua lion (i), ce qui csl contre Vhy- 
po these admise. 

Cela posd, je considere la forme quadralique 



, M-F 2 (j3 W 'j n >) 


dont le determinant est 



1 (“i)i 

( a l )2 

... ( aj ) W '— 1 

1 («2)l 

(“ 2)2 

••• ( a 2)/>i'— 1 

-j-. I ] ( a «”Ol 

D = -- ddt. \ ,q . 

(PnTi)i 

( <*«-i )s 

(P i.-rO* 

• • • ( OC/i —i )//:'—1 

••• (Pl.Ti)m'-l 

1 ( p2, YOi 

( p2j Ys)4 

••• (Ps,YsV-l 



*•* ( 1 


et je le supposerai d’abord different de zdro. 

Dans ce cas, si jc cherche les minima de la forme F, pour des 
valeurs indd liniment croissanles de A, il csl clair gu’en posanl 

F(a) = log <£ 2 (a) 

el, par suite, 

F(P>Y) = log*(P)*(Y), 

j’obliendrai une infinite d’unilds complexes, <f>(a), ton les diffd- 
renles, d’aprds la rcmarque prdcddemmeol faite, cl dontles valeurs 
ab so lues rdellcs, ainsi que les modules des valeurs imaginaires, 
seronl aussi voisins de F uni Id qu’on voudra. Or on aurait de la 
sorlc m t fonclions lindaires et homogdnes, a m! inddtermindes en- 
lieres, qui seraient susceptibles dc prendre une inlinitd de valeurs 
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num&iques inegales et comprises dans un intervalle limite, ce qui 
est absurde. 

Lorsqne le determinant D sera different de zero, on peut done 
satisfaire par des nombres en tier's a l’equation 

*d*)\ -H^(a)o-H. a),,./ = o. 

Cela pose, je fais 

= logY(a), 

%(*),«' == log Z(a), 

.v W . J 

Pj (a)j -H C^(a), -h. . .-h *>/«'(<*)/«' = logV(a), 

les nombres entiers y, 5, ..p extant pris de maniere quo le deter¬ 
minant relatif a ces Equations lineaires et a la pr< 5 cedcnte soit l’u- 
nite. II est clair qu’on pourra tirer de la les valeurs des m 1 unites 
cp,-(a)j exprimees par les prodnits des puissances entieres de Y(a), 
Z(a), ..Y(a), qui reprdsentent d’autres unites complexes, au 
no mb re seulcment de ml — 1. 

II me reste a examiner le cas ou le determinant de la forme F 
est suppose s’evanouir. Soit alors 

F/(«)= •+■ ^a(*)2 H-, • 

et soit D* le determinant de la forme 


F i = F: (pi, yi) H- F: (p2> YO + - • •*+■ F^ ( t V, y«') 
■+■ Fj(*i) + F’-(a,) ..-t- FjK-j) -h 


Si l’on suppose D,_, nul, on trouve, tout & fait comme prdeddem- 
ment, que A a D/ s’obtient en faisant la somme des carrds des di¬ 
vers determinants que fournit le systeme 


(*l)l 

(*j)i 


(pi> Yi)i 

(f*s, Ys)i 

■ • • (Prt'j Y«’)i 

(«i)s 

(“»)s 

■ • ( a /i—1)2 

(pt ! Y 1)2 

(?2» Ys)^ 

($n'i Y«')2 



(pi, Yi)«r— 1 — f. 

O25 Ys)/;!'--!— z • 

•• (P«'> Yn')m'—l—i 


en employant ml— i — i lignes verticales. Considdrant done dans 
la sdrie des formes 

F„ F„ F, 
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la premiere de celles dont le determinant ne s’evanonit point [et 
la derniere est toujours dans ce cas (*)], on obtiendra absolumenl 
les mernes resultats que ceux auxquels nous sommes parvenus tout 
a l’heure, puisque le determinant D* devient cl’une petitesse arbi- 
traire pour des valeurs suflisamment grandes de A. 

Je ne sais, Monsieur, si ces resultats et la melhode que j’ai em¬ 
ployee sont connus, et nommement s’ils se trouvent deja clans les 
travaux de M. Kummer, que vous avez eu la bonte de m’indiqucr. 
M. Lionville sans doute les publierait de suite dans son Journal, 
si nous pouvions trouver un traducteur, etce serait pour moi cn 
particulier un grand plaisir de prendre connaissance de ces re- 
cliercbes d’aprds ce quo vous m’en avez ecrit. L’introduction du 
nombre complexe, auqucl M. Kummer donne le nom d’ ideal, 
m’interesserail surtout au plus haut degrd. 

P. L’expression des uni Ids complexes au moyen cVun nombre 
ddtermind d’entre elles donne lieu a une re marque essentielle et 
quo j’ai omise, lorsque les racines qui entrent dans leur composi¬ 
tion sont ton Les imaginaires. L’analyse que j’ai employee conduit 
alors de nouveau a isoler cello de ces unitds dont le module anal y 
tique est un , si toutefois il en existe. C’est au res to le memo re- 
sultat anquel je suis parvenu par une tout autre voie dans in a 
dcmicVc Leltrc. 


(') 11 faudrail oxcop lor Ic cas ou les unites complexes eonsidoroes auraienl 
lours modules analyliques 6gaux ft Tunin'. K. T. 



SUR L’INTRODUCTION 


DES 

VARIABLES CONTINUES 

DANS LA THEOBIF, DES NOMBBES. 


Journal de Crelle, tome 41. 


I. 

Amend depuis longtemps, par des recherches sur la theorie des 
fonctions elliptiques el abeliennes, a diverges questions d’Arithme- 
tique transcendante, je viens ofFrir aux Lee tears de ce Recue il 
quelques-uns des resultats auxquels je suis parvenu, et les prin- 
cipes de la methode que j’ai suivie. Ces resultats sontrelatifs sur- 
tout aux nombres complexes, considers en gdndral, ouplutot a 
la theorie de certaines formes ddcomposables en facteurs lindaires 
et dont on verra plus bas la definition. Pour la methode, son prin¬ 
cipal caractere consiste dans l’inlroduction, par un proeddd ge¬ 
neral et tres simple, de variables continues, qui font dependre 
les questions relatives aux nombres entiers des principes analj- 
tiques les plus eiementaires. C’est la surtout ce que je me suis pro¬ 
pose de faire ressortir avec evidence, en revenant meme sur une 
des theories exposees avec tant de profondeur et d’elegance dans 
les Disquisitiones arithmeticce (la distribution en pdriodes des 
formes de determinant positif), pour la presenter sous un nouveau 
point de vue. Quant aux questions nouvelles que j’ai essayd de 
traiter, je suis loin de les avoir approfondies autant que jc l’aurais 
souhaite; aussi je demande 1’indulgence du Lecteur pour ce que 
mon travail aura d’incomplet, esperant par la suite j revenir et le 
perfectionner. 



II. 


On connail Louie 1’imp or lance du problemc gendral, (lonl l’objel 
esl de dislingucr si deux formes sont equivalents on non, el de 
irouver dans le premier cas Louies les Iransformations de Tune 
dans l’aulre. Je m’occuperai, sous ce point de vue, des formes 
quadratiques definies, a un nombre quclconque de variables, et 
des formes binaires de degr<$ quclconque, pour presenter d’une 
manierc nouvelle cc que j'ai deja dit dans le Journal de Crelle, 
tome 46. J’essayerai ensuite de fonder la iheorie des nombres 
complexes, sur lYtudc d’unc sdrie parliculidre de formes, que je 
ddfinis de la manierc suivanlc : 

Soicnl 

f ( u) — u n -4- A u n ~ l 4- B a"-' 2 -h.. - H- K u -+- L = o 

unc dqualion irrddnclible a coefficients entiers, et 

cp/( u) = mi u n ~ { H- pi u n -* J'i u -H si 

unc fonc lion enlidrc de u, k coeflicicnls en tiers : l’expression 

Norme [X©i (u) h~ Ycp 2 (z^) h~. .. -h Vcp„( u)] 

sera dvidemmcnl unc fonclion ho mo go no cl a coefficients en tiers 
des n variables, X, Y, ..., V. Je nomine encore A le determinant 
du systeme 


nil 

Pi • 

. T\ 

Si 


Pi • 

• 

S 2 

nin, 

Pn • 

• r n 

$n 


Cel a elan l, j’assimilerai a I’cnscmblc des formes quadra tiques 
de mdme ddlerminanl Louies les expressions 

~ Norme [Xcpj(w) -t- Ycp 2 (w) . .h- Vcp^(w)] 3 

dont les coefficients sc rdduiront k des nombres cntiers. Ainsi il 
faut concevoir que la fonclion f(u) ne changeant point, on at- 
tribuc k A la sdrie inddfmie des valeurs entidres, puis qu’on prenne, 
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pour chaque valeur de A, tous les systemes de nombres enliers /n, 
p ) ..., s, qui donnent a la norme le facleiir A. Distributer en classes 
distinctes toutes les expressions <£, obtenues de la sorte, sera la 
question fondamentale d’une theorie analogue a celle des formes 
quadratiques binaires a facteurs r^els, et qui indique sous qnel 
point de vue j’envisage lMtude des nombres complexes. 

La definition prec^dente peut etre simplifiee en observanl que 
toute forme $ a une equivalente, dans laquelle le sysleme 

/??! pi ... /’! Si 

p 2 ... 7 ’2 So 


m ;l p n ... r n Sti 
dont le determinant a pour valeur A, est remplac^ par le suivant : 

8 g h ... I 

o K ... V 

O O Go ... I" 

O O 0 ... Q,i—-l. 

Les nombres entiers, d^sign^s par les lettres g, h, ..., I , sont 
positifs et verifient toutes les conditions 

§ < Ol) ^ 0 2? • • • l 1) 

^ <C °2? • • * l ^ °rt—-1? 

et l’on a touj ours 

o 0 | ■.. o fi —i — A. 

Ainsi, pour chaque valeur de A, on voit qu’il n’exisle jamais qu’un 
nombre fini d’expressions <I>, distinctes. Mais je m’occuperai tout 
d’abord des formes binaires qui offrent, dans des circonstances 
analytiques plus simples, Lap plication des m£mes principes. 


La theorie connue de la reduction des formes quadratiques de 
determinant n^gatif, £tant le point de depart des recherches que 
je vais exposer, je le r^sumerai en peu de mots. 
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i° Toule forme 

f = ax 2 -h 2 bxy - 4 - cy 2 , 
cle determinant negatif 

b 2 — ac =— D, 

a une dquivalente 

F = AX- 4 - 2 BXY GY 2 , 

ou le coefficient moycn aB est, en valeur absolue, infericur a A 
et C. Considerons en ellet, P ensemble des transformees dednites 
de / par la substitution 

x = /nX + /n 0 Y, 
y — /iX + /i 0 Y, 

m , n, /;?o, n 0 dtant ties en tiers tels que 

m/z 0 — rn^Ji = 1; 

puis rdunissons dans un meme groupe toutes cellos ou le coeffi¬ 
cient de X 2 est lc plus petit possible, et choisissons dans ce groupe 
la forme ou le coefficient de Y 2 est lui-memc un minimum : cctte 
transformde remplira les conditions dnoncdcs. 

Pour le prouver, il suffit de faire voir qu’on ne peut supposer 
±: aB > A, puisqne A est dvidemment le minimum absolu de /, 
pour des valours entieres des inddtermindcs, etnc peut surpasser G; 
or on en conclurait 

A ip 2 B - 4 - G <C C, % 

et la substitution 

X = -X'-4-Y', Y = —- Y' 

changcrait F en 

A(— X'-h Y')* qz 2 BY f ( - .X'-b Y') - 4 - GY'* 

- AX ' 2 + ‘i.(± U — A)X'Y'~b (A qz 2 B - 4 - C) Y' 2 , 

transformde dquivalente, ouun coefficient moindre pour Y 2 est as- 
socid avee lc meme coefficient de X 2 . 

Lcs formes obtenues par la md diode qui vient d’etre indiqude 
se nomment formes riduites, et il est dvident que, pour une 
classc donnde, on a an plus deux rdduites, qui ne different que 
par lc signe du coefficient moyen. 

2 0 Les conditions 

dz 2 B < A, dz 2 B<G 


donnent 


4B 2 < AG, 
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d : ou Ton lire, a cause de D = AC - B 2 , les limitations suivantcs : 
B ! <|D, AC <| D. 

On en deduit immediatement quo les formes a coefficients cntiers 
de mime determinant peuvent etrc distributes en un nombrc li- 
mile de classes, puisqu’elles ne donnent qu’un nombre limite de 
reduites distinctes. 

3° Les conditions 

=fc 2B < A, d= 2B < C 

sont completement caracteristiques dcs formes red ail: cs. En effet, 
supposons, pour fixer les idtes, B positif et prenons 

F(;r, y) =kx- — -zBxy -*-Cy-, 


ies equations identiques 

F(ar-i,^) = F(a?, 7 ) - A (a? — 7 ) ~r(A — aB) — A<> — r), 

F (X) y — 1) = F(#, 7) — C(7 —a?) —a?(C —aB) — C(7 — 1) 

montrent qu’on diminue la valeur numdrique de la forme en dimi- 
nuant d’une unite celle des deux indeterminees dont la valeur ab- 
solue est la plus grande. On conclul de la que A ct G sont les deux 
premiers minima de F, pour des valeurs entieres des indetermi¬ 
nees; le troisieme minimum est A—aB-f-C. Cetlc demonstra¬ 
tion de la proposition dnonc^e est due a Legendre; je me snis 
servi de la propriete importante des formes rdduites sur laqnelle 
elle se fonde, dans ma recherche du minimum d’une forme ter- 
naire definie, pour des valeurs entieres des indetcrmindcs, dont 
Tune est supposee ^gale a l’unild. 

IV. 

Comme premiere application des resultats precedents, conside- 
rons la forme suivante : 

f=(x-ayf + ^, 

dans laquelle a et A sont des quanlitts rtelles quelconques; soienl 


F = AX2+2BXY-t-CY2 



sa re dm le el 


x — m X -i- m 0 Y, 
y — n X -+- 7i 0 Y 


la substilulion propre a I’obtcnir. La condition AC < | D donne, 
pour le coefficient minimum A, la limite \/\ D; on a d’ailleurs 

D = ■— > A = (m — an ) 2 H- — j 
A 2 A 2 


done : Pour une valeur donn.ee de A, o/z toujours deter¬ 

miner deux eniiers m et n , /<?/,* qiHon ait 


(m — -+- 


a" 



Or dc la sc tirent ]>lusieurs consequences : 
i° Lc prod ait dcs deux fac lours (m — an)- et dlanl toujours 
inferieur A son maximum, savoir : 


on aura a fortiori 


(m — an ) 2 4 - ~ 


/ \.) n - r 


in — an < — T ~ • 
n 

On a d’aillcurs a la fois 


ou n 2 < A 




done, on pent approclier inddfinimenl d’unc qu an til 6 quelconque a 
par dcs fractions ~ ? de telle sortc quo Ferre 11 r ~ — a soil toujours 

moindre quo — 

a 0 Les deux entiers m cl n donnanL, pour une cerlaine valeur 
dc A, lc minimum do /, on nc saurail avoir deux an Ires nombres 
entiers m' : n !, lels que rtl soil < n et (m f — an') 2 (m — an) 2 ; 
done, m — an reprcscnlc un minimum absolu de la fonclion li- 
ndaire x — ay, relativemenl k loule valeur emigre de x et k des 
valeurs endures de y qui ne surpassent pas n. Done encore ~~ ap- 
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proche plus de a que toute autre fraction de denominateur moindre, 
car Thypothese n r < n entramant (ml— an') 2 > (m — an) 2 on en 
d^duit immediatement 


m 

— — a 
n 


> 


m 

- a 

n 


3° Laissant de cote la recherche complete de tons les minima 
de la fonction - — a, ces minima ^tant relatifs a des valeurs en- 

y 

tieres de x et a des valeurs entieres de y, inferieures a une limile 
donn^e qu’on fait grandir indefiniment : je considere deux mi¬ 
nima cons^cutifs de/, auxquels correspondent deux syst&mes dis- 
tincts x= m, y = n : puis x = m f , y = n r . 

On devra concevoir deux valeurs infiniment voisines de A, aux- 
quelles appartiennent successivement les deux systemes, de sorte 
qu’en d^signant par § une quantit6 infiniment petite, on ait 


( m — an)- 


(m ’— an')~-h 


n' 1 

A* 

n !a 

(A + o ) 2 



en meltant la seconde inegalit6 sous la forme 

(»*'-«»')* + +8, 

e etant encore infiniment petit, et multipliant membre a membrc, 
il viendra 


[< 


m — an) {in '— an') h- 


nn r ~\ 2 / mn r — nm' 




On en conclut, en n^gligeant e vis-a-vis des quantitds finies, 


et, par suite, 


(inn '— nm')~ < 


4 

3 ’ 


inn !— iim! — ± r. 


Cette relation prouve, entre autres choses, qu’6tant donn^es trois 

fractions cons6cutives, — > on aura cette loi de formation: 

7 n n n" 
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k etant entier. On peut toujours, en effet, snpposer deux incon- 
nues, k , /, d^finies par les deux equations 

m" = km' -h hn, tz" = kn r -+- In, 

lesquelles donnent 

l „ ,n " n> — n" m' _ 

mu' — m' a ~~ ’ 

le numerateur ayant, aussi bicn que le denominateur, Funite pour 
valeur absolne. 


V. 

Ce qu’on vicnt de voir, sur Papproximation des quantiles par 
des fractions rationnelles, £lait connu par la thdorie des fractions 
continues; en faisant d^pendre ces rdsultats de la seule notion de 
formes r^duites de determinant n6gatif, j’ai cu pour but de clonner 
un premier exemplc de l’emploi d’une variable continue dans une 
question relative aux nombres entiers, et aussi de faire voir com¬ 
ment cette longue chame de verites, propres 4 FArithindtique 
transcendante, se lie dans Porigine aux elements de l’Algebre. La 
recherche complete des conditions d’equivalence de deux formes 
de determinant negatif se presenterait, mainlcnant, com me conse¬ 
quence des resultats qui viennent d’etre obtenus, mais je ne s a Li¬ 
ra is pour cela que rc prod u ire POuvragc meme dc M. Gauss. Lais- 
sant done dc c6te les propositions importantes qui se rapporlcnt a 
l’equivalencc pro pro et impropre, aux formes ambigues, j’arrive 
a^la theoric des functions homogenes, Lelies que 

y) = a 0 cc n -f- ai% n — x y -b...-4 a tl ~ixy tl ^ h- a n y fl . 

i° Designons par ay les factours lineaires reels, ct par 
x + fly : x -i-yy les facteurs imaginaires conjugues de la forme 
proposed, de telle sorte qu’on ait 

/0,j) = a 0 <>-4- *iy)(.c+**y).-- 

(x + cc l iy)(x-h (3ij)(^h-Y i y)- •• <> •+■ + ^y) 

et 

fx -4 2 v = n ; 

composons ensuite, avec ces facteurs etavec des quantity r^elles, 
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t U\, u» : la forme quadra lique delude 

cp(a?, y) = l\(x -t- cc x y ) 2 -+- 1\(x -+- a a y)' 1 H™ ... -h / { l (.r h- 

-4- oji\(x -H (3j/) (,r -h Yi.r) H-.. . - h 'iul{x h- p v 7) (x -I- yvj). 

Cola elanl, on conccvra qu’on ealeule la suite inddfmio ties sub- 
slilulions prop res a rdduire <p, lorsque les variables l el u passcnl 
parlous les dials possibles de grandeur, Chaeune de ces subsli- 
lulions, failedans/, donnera une eerlaine Iransformdo; nous dd- 
signerons lcur ensemble par le symbole (/). Or une premiere 
observation consistcra on ceei : 

f et F etant equivalcntcs, (/) et (F) sc rant composts des 
memes formes * 

Pour le ddmontrer, soil. 

^ = /nX + //Li V, y = // X -1 - // 0 Y 

la substitution qui change / on 

F A 0 X" -!- A t X"-' 1 V ... H~A„ . , X Y« * 1 -i- AY«; 

posons 

a _ m {) -h cc //0 m {} -I™ p/Oi 4 _ ///o ■ t - 7 //„ t 

! 7.// 1-7// ’ 

on aura 

l -™= A o (X H” a i Y ),,. ( X H" a j,. \ ) (X - 4 - h j \ ) ( \ -*- c 1 ^ )... 

(X - I- l>v V ) ( \ ~h <\ V ), 

et la forme quadra lique ( I> com postal avee F, comiiK! cp avec/, sera 

5 F = F j ( X -}- a 1 \ ) 2 h- ... -f* Tal X “f- a j A \ ) 2 

+ 2 U J (X -4- 1)! V ) (X 4 - 0, Y) H-...-h V. tl5( X -h 1) V Y) (X ■+■ o v Y). 

Gela pose, si Pune des formes dc (/’) a eld ohtonuu en faisanl dans/ 
la substitution pro pro a rdduire <p, Iorsqu’on y suppose, en general, 

t = t, // — u; 

je dis que la mfime forme se Irouvera dans (F) el aura did oblenuc 
en rcduisanl <I> dans Phypolhesc 

T 2 = 4 - an) 2 , U 2 = o 2 (/?i * 4 - ^n). 

Soicnl, pour abreger, P la subslilution qui iransforme / en F 
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et Q la substitution propre a reduire o; on verifiera d’abord im- 
lnediatcment que, par la substitution P, o devient $ : done, reci- 
procpieinenl, par la substitution inverse P - ’ , $ devient a, de telle 
sorte enfin qne <? eL $ se changent en une seule et meme forme re- 
duile par les substitutions Q et P~ ! Q. 

Main tenant ces deux substitutions, faites respeclivement dans/ 
et F, do 11 nont une meme forme, la substitution inverse P“* rame- 
nanl, tout d’abord F a /. 

11 est ainsi pro live que toutes les formes de (/) sontdans (F); 
la reciproque est evidenle, car on pent raisonner de F a/abso- 
lumcnt comme on l’a fait de / a F; (/) et (F) sont done iden¬ 
tic] ues. 

2 0 C’est parmi les formes dont l’ensemble a et 6 d£sign6 par (/) 
que nous choisirons une r^duite pour repr^senter la classe entiere 
a laquelle appartient /; dans ce but, nous allons etablir quelques 
rdsullats prdliminaires. 

Soit, pour un syst^me ddterming de valeurs de t et 
x — mX. /? 2 0 Y, 7 = /iX + /i 0 Y 

la substitution propre a rdduire <p; en conservant les notations 
precddenles la transform6e r^duite <t> sera 

cl> = T}(X-i-a t Y)*+...4-Tj,(X-h ajiY)* 

4 ~ 2 UJ(X 4- b A Y) (X 4- <4 Y) 4-.. . 4 - 2 Uv(X 4 - b v Y) (X4- c v Y), 

les quantiters T cl U ayant pour valeurs 

T 2 = t*(?n 4 - an) 2 , U 2 = u?(m + ^)(/n + y 4 

La transformde ddduile de /, par la mke substitution, sera £ga- 
lcment reprdscnlde par 

F = A 0 X rt 4- Aj X"” -1 Y . 4- A/i-iXY rt—1 4- Kn Y^ 

= A 0 (X 4 -ai Y).. .(X-+-a lt Y)(X-+-b J Y)(X-+- Cl Y).. .(X-+-b v Y)(X + c v Y). 

Soil encore, pour abrdger, 

< 1 > = P X 2 4- 2 QXY 4- R Y 2 , 

<le sorte epic 

T 2 4~...4- Tjj, 4- *U* 42U? = P; 

a?T? 4 -... 4~ a^TuH- 2biCi U? 4 -... 4-2b v CvU5 = R- 
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On pourra faire, en general, 

T = co /P, U = w s/P, 

aT = cps/R, v/cb^yu = tp v/R; 

les quantites to, tu d’une part, cp, <b de Paulre, donnent les Equa¬ 
tions correspondantes 

-f-. . . -h tO ^ 2TH~ ~h . . . —1— ‘2 777 ^ = I , 

cp.j 4-. - .4- -4- ‘I'bl ~K . 2i><, = I . 

Enfin, nous remplacerons l’Equation unique 
v/(bUu=^i/R, 

par les deux suivantes 

i 

bU = ^ \/R cU = 4* s/P- 6 "^? 

), etant P argument de l’imaginaire b. Gela posE, nous transformc- 
rons comrne il suit P expression en facteurs lineaires de F. Multi- 
plions les facteurs reels X-j-aY par T, et chacun des facteurs 
imaginaires conjugues X + bY, X -j- cY par U; on aura d’abord 

TiT 2 .. .T^Uf U^.-UvF = A 0 .. .(TX 4 - aTY)(UX -+- bUY) (UX-h-cUY)...; 

puis, en introduisant les quantites to, rs, cp, cjq et reprEsentant, pour 
abrEger, T, T 2 .. .TPU 2 U*... U v 3 par (TU), 

F = ^.. .(u> v/PX -4- ? y/R Y) {w /PX -t- efX /RY) (w /PX-+- e~& + /RY)... 

Or telle esl l’expression de F a laquelle nous voulions arriver; par 
une simple raison d’homogEnEite on en dEduit cette consEquence 
importante, savoir : 

Le produit de deux coefficients de F, egalement iloignes 
des extremes, s' exprime de la maniere suivante : 


AiA-n—i — 


Ajj(PR)i n 
(TU)* 


( 0 . 


la quantite designee par (i) dependant settlement de to, ts, cp, 
A et 
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On a, par exemple, 


A o A n ~ 


AS(PR)i n 

(TU 


3° Cette quantity («), qui est evidcmment reelle, a nne valeur 
numdrique essentiellemcnt limitee, ct dont le maximum s’oblient, 
quel qne soil f, on annulant les arguments X, et, en faisant 


to == T7? == <9 = i]; = 

on oblienl ainsi la limilc 



(O' 


i 

H7 i 


Jc pcnse pouvoir supprimer la demonstration, qu’on trouvera 
sans pcinc. 

4 ° II n’a point eld inlroduit jusqu’ici que la forme quadralique <3> 
fut rdduilc. Or cello condition donne, en reprdsentant par D le 
<ldtorminanl PH — Q 2 , 

PR<|D, 


d’m'i I’on ddduil la limitation 
A i ^ ^ 



AgD 2 " 
(TU ) 2 * 


On cst ainsi conduit a dludicr avcc attention Pexpression 


_ 

"" (TU ) 2 


3 1, en premier lieu, a clierchcr comment eile depend des variables 
f u resides enlieremcnl arbitraires. J’observe a cet elFet qu’on a 

Vo = /(/??, n) = a 0 (m H- a* ri). . .{m -+- (ni H- Pi n) (m ■+* yi n)-. • 

(m-+- (3 v tt) (m -+* 7v n )* 

3 n a posd d’aillcurs 

T 2 = <*(/» + an)*, U 2 = j&7i)(7n-h 


st I’on en ddduit immddiatcmenl que 

A g _ a 0 2 
(TU ) 2 
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En second lieu, le determinant PR— Q 2 de <£ pent elre rem- 
place par le determinant de 0 , oil n’enlrent que les variables t et il ; 


on a amsi 


a 2 D 2 " 


0 = -°_ 

W 2 


Telle est done la fonction de u et des qualites propres seule- 
ment a la forme /, et qui sert a limiter les coefficients de toutes les 
formes contenues dans (/). 

5 ° II importe de bien voir comment cette fonction 9 est liee ana- 
lytiquement a la classe entiere des formes equivalentes a f. A cel 
effet, considerons ui>e transform^ quelconque F, deduite de/ par 
la substitution 

x = m X 4 - m 0 Y, y = nX 4 - n 0 Y. 


La fonction 0, relative a F, s’obtiendra en rempla^ant dans 9 les 
quantites 


respectivement par 


a 0 , a, p, y 
b, c. 


Mettons encore a la place des variables t et w, de 9, d’autres 
lettres T et U; cela fait, je dis que 9 et 0 coincideront en prenant 


T 2 = t 2 (m -4- a n) 2 , U 2 = u~(m-h an) (m 4 - (3/2). 
Effectivement, on trouvera comme tout a l’heure 


A 2 __ a\ 

(TU)* "(to)*’ 

D’autre part, ainsi qu’on l’a £tabli pr^cedemment, la forme qua¬ 
dra tique compos^e avec F, de meme que o avec /, savoir : 

<t> = Tf (X -4 a, Y)* - 4 .. -4~ T£(X 4 - a^Y)* 4- aUf (X 4 - b x Y)(X 4- c x Y)-k.. 

ou bien, dans Phypothese admise, 


^ — if 1 (m 4 - n) 1 (X 4~ ai Y) 2 4-... 4- ^(^4- a^/i) 2 (X 4 - Y) 2 4-. • • 

se deduira de 0 par la substitution 

j = /wX + /w 0 Y, 7 = ^X + n 0 Y; 

done les determinants de ces deux formes seront les memes; done 
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le rapport Etabli cntre les variables de 0 et celles de 0 rend ces 
deux fonclions identiques. 

De la se lirent deux consequences imporlanles. 

Premierement : Les fonclions Q el 0, relatives a deux formes 
equivalentes f et F, prennent les memes valcurs lorsque les va¬ 
riables passenl par Lous les (Hals de grandeur, et ont meme mini¬ 
mum. Ge minimum sera pour nous la definition du determinant de 
la forme binairc de degrE quelconque. 

Secondement : Les formes quadratiques <p et <D, dEduites de 
deux formes diffErcnles f el F, avec les valcurs dc t ct u d’une 
part, T et U dc Fan Ire, qui donnent le minimum des fonctions 0 
et 0, deviendronl Equivalentes en meme temps que f et F. Ainsi, 
<D se dEduira clc cp, par la meme substitution que F de /. Pour rap- 
peler colic proprielE, nous appcllerons, dorEnavant, la forme qua- 
dratique cp la correspondante de /. 

VI. 

Les considerations prEcEdcnles nous conduisent h nommer 
formes bin a ires de meme determinant Penscmblc des fonctions 
homogenes de meme degrE, pour lesquellos le minimum absolu de 
la function 0 aura uric memo vale nr. Nous donnerons aussi le nom 
de reduiles d’une forme f a la forme unique, on aux formes de 
l’cnsemble (/), qui correspondent a cc minimum de 0. Cola Etant, 
on Elablira facileimml ces proposilions : 

i° Les formes equivalentes ont les memes rdduites. 

Supposons que le minimum de la fonotion 0, relative a /, s’ob- 
tienne pour les valcurs 

t = t, u = u; 

le meme minimum de la function ©, relative a une transformEe 
Equivalcntc F, deduile do/, en faisant 

+ y = nX h- ti 0 Y, 

corrcspondra aux valcurs 

T 2 = -1 -art) 2 , U = u 2 (w+pn)(m + yn). 

Or il a EtE dEmontrE plus haul que les formes de (/) et (F) cor- 
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respondantes a des valeurs de £, u , T, U, liees de celte maniere, 
etaient precisement les memes. 

Cette proposition fait dependre 1’equivalence de deux formes, 
de l’egalite absolue entre les reduites, 011 les groupes de reduites 
qui leur correspondent. 

2 0 Les formes a coefficients entiers, de meme determinant 6 , 
se distribuent en an nombre fini de classes . 

Toutes ces formes ne donnent, en effet, qu’un nombre limits de 
reduites, car ces reduites etant representees par 

F = A 0 X" 4~ AiX"” 1 Y 4- A/j—iXY W ~ 1 -4- A w Y /l j 


on a, pour toutes les valeurs du nombre entier i, de z&ro a n, la 
limitation 


AiA.fi—£ < 



n.n — 1.. .ji — i-h 1 

j. 2... i 


0 . 


VII. 


Pour premiere application des principes qui viennent d’etre 
exposes, nous considerons les formes quadratiques a facteurs reels. 
Alors la fonction 0, comme on le voit imm^diatement, est inde- 
pendante des variables t i , U et se rdduit a 1’expression connue du 
determinant. On a alors l’exemple unique dans les formes a deux 
indeterminees, mais qui se reproduira dans la suite de ces re- 
cbercbes, et tin peu plus etendu, d’un nombre infini de reduites 
pour une forme donnee. Effectivement, les variables t . { , t 2 res tan t 
arbitraires, les reduites cl’une forme / donnent l’ensemble design^ 
par le symbole (/), et il s’agit maintenant de les obtenir par la re¬ 
duction continuelle de la forme d^finie o, lorsque les variables 
passent par tous les etats de grandeur. Pour employer les notations 
babituelles, nous poserons 


/ = ax 2 4- <ibxy 4- cy 2 = a(x 4- ay) (x 4- a! y ); 


on aura 


, t\t |(a— a ') 2 


t\ £§ 


a 2 (a — a !) 2 = 4 (b 2 — ac ) , 


et, en intro duisant dans <p le rapport qui y figure seul au 

fond, ‘ Vi 

ff = (oc 4- ay ) 2 4- 1 (x 4- a'y ) 2 ; 



VARIABLES CONTINUES. 


*79 


cle sorte qae F ensemble (/) des rdduites s’obtlendra en faisant 
dans / toutes les substitutions propres a rdduire cp, lorsque X varie 
d’une maniere continue de zero a Finfini. 

En restant dans le cas general, ou les coefficients de f sont des 
quantitds quclconques, nous nous fonderons d’abord sur Fobser¬ 
vation suivante : 

i° Concevons qu’on attribue aux indeterminees de cp tons les 
sjstemes possibles de valeurs entieres; soient considdrds toutefois 
comme distincts deux sjstemes, tels que x ) y et — x , — y, et qu’on 
range par ordre croissant de grandeur les valeurs obtenues. 

On aura ainsi une suite qui ddpendra de la valeur dc X, et que 
nous designerons par le sjmbolc (X); en ajant soin, si plusieurs 
sjstemes des indeterminees reproduisaient une memo valeur de cp, 
de les rdunir pour les com prendre dans un memo groupe. 

Cela dtant, faisons croitre X d’une maniere continue de zdro a 
Finfmi positif, et cherchons comment s’introduisent des change- 
mcnLs dans 1’ordre des termes dc l’enscmble (1). J’observe a cet 
effet que tons ccs termes sont des fonctions continues de X, dc 
telle sorte qu’en passant d’unc valeur determinde X 0 a une autre 
infiniment voisine, X 0 -j- dX, on n’altdrcra jamais Fordre dc deux 
termes consdcutils, tant que leur difference sera une quanLite finie. 
Mais supposons que les groupes form6s de la reunion de deux ou 
plusieurs termes offrent, pour la valeur particuliere X 0 , des valeurs 
numdriques dgales; on voit claircment que deux termes re unis 
pour X = X 0 auront d’abord dtd sdpares, puis auront interverti leurs 
rangs, en passant d’une valeur un pen infdrieure a une valeur un 
peu supdrieure k X Q . Car, en reprdsentant X par une abscisse, ces 
deux termes seraient les ordonndes de deux droites qui, aprds leur 
intersection, changent de position relative par rapport a l’axe des x. 

C’est done toujours en devenant dgaux que deux termes consd- 
cutifs dchangent leurs places pour entrer dans une suite nouvelld. 
Avec cette observation bien simple, l’opdration arithmdtique de la 
rdduction continuelle de <p, pour toutes les valeurs positives de X, 
de zdro k l’infini, devient facile k saisir, comme on va le voir. 

2 0 Prenons pour point de ddpart une transform de ddduite de y, 
dont les coefficients extremes soient indgaux. Ces coefficients 
reprdsenteront, comme on 1’a dtabli, les deux premiers minima 
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de CD ; done, lorsque X, croissanl d’unc maniere conlinuc, alteinl 
la limite an dela de laquelle une nonvelle reduile vienl s’offrir, 
Pune ou l’aulre de ces deux circonslanccs aura ndccssairemenl 
lieu. On bien le lroisieme minimum deviendra egal an second, 
puis le remplacera, ou bien les deux premiers minima deviendronl 
eux-memes dgaux et inlervertironl lour ordre. Le premier cas 
pourra d’abord se presenter plusieurs fois de suite, mais le second 
finira ndeessairement par arriver; car, a moins d’etre independanl 
de X, un meme terme ne pourrait loujours elrc 1c premier mini¬ 
mum. II est Evident d’ailleurs qu’il n’aura lieu qu’une seule fois; 
ce qui conduit a le considerer d’une maniere parlieulidre. Nous 
nommerons done reduites principales les formes de (/), aux- 
quelles correspondent des reduites de y dont les coefficients ex¬ 
tremes sonl egaux; toutes les autres rccevront le 110 m (V interme- 
diaires. Cela posd, lorsque, X croissanl d’une maniorc continue, 
une transformee rdduite dc cp ccssc de l’dtre, par suite de l’ecliangc 
clu troisieme minimum avec le second, la substitution propre a 
obtenir la rdduile suivante sera ndeessairement 

x ^ X -{- Y, y - Y, 

ou son inverse 

.T^X-Y, y r-. Y. 

En elfet, le coefficient de X 2 restc egal au premier minimum, ct 
celui dc Y 2 est bien lc lroisieme, cn employan t la premidre ou la 
seconde substitution, scion (pie le coefficient moyen sera ndgatif 
ou positif. De la ra^rac maniere on obtiendra done ainsi toute 
rdduite inlermddiaire dc (/) au moyen dc la reduile prdcedenle. 
En second lieu, si une reduile de cp ccsse dc I’d Ire, par suite dc 
Exchange des deux premiers minima, on aura la substitution 

*=Y, j = -™X. 

Mais alors on sera parvenu a l’une des reduites principales dc (/), 
que cette substitution changera cn son associde opposde. Et en 
continuant les operations, on verra dc nouveau s’ollrir une suite de 
rdduiles intermddiaires, puis une x'dduile principalc suivic de son 
associde opposde, et ainsi jusqu’a l’infini. Nommons, pour abre- 
ger, P et Q les substitutions 

x = X H- Y, y = Y. ct x = Y, y = — X; 
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cn partant d’une reduite principale, de rang quelconque, la subsli- 
lulion pour oblcnir la suivante sera Q, suivie de P on son inverse 
P"b prise autanl de fois de suite qu’il so presentera de formes in- 
termediaires, c’csl-a-dire QP*, le nombre enlier i elan l posilif on 
ndgalif. El, en general, on peul resumer les operations relatives a 
la reduction. de la forme <p, pour toutcs les valeurs de 1, croissant 
d’une manierc continue de zero a l’infmi posilif dans la formulc 

. . .QP'*QP./QP*_ 

3° Les formes de (/), que nousavons nominees principales ; out 
des carac teres dislinclifs de Louies les a litres, el qu’il im porte 
d’dtablir. 

A cet efiel, soil 

F = AX 2 -+■ -a BXY 4 - GY 2 = A(X -h a Y) (X h- a'Y) 

une transformec quelconque de/, obtenue par la substitution 

x = inX 4 - nioY, y = 7iX -4- n 0 Y, 

on prouvera d’abord imni6dialemenl que F appartiendra a (/), si 
la forme definic 

<I> =(X + aY)*-hX(X + a'Y)* 

est reduite, cn altribuani a k une valeur positive convenable, el 
cetle condition est a la fois n^cessaire el suffisanle. Mais, si I’on 
vent de [)lus que F soil une forme principale, il faul qu’on puisse 
faire 

i 4 - 1 = a 2 -t- k a' 2 ; 


ainsi, I’une des quantiles a el a 7 doit elrcplus grande et l’aulre plus 
pelile que 1’unite. D’aillcurs, d’apres la valeur de \ <E> dcvienl 


<I> = 


a 2 — a' 2 


X 2 -f- Y 2 -f- 


2 —XY 


done, pour que ce soil une forme reduite, on doit poser 



R^ciproquement, celte condition necessaire est a elle seule suffi- 
sante, car on pent l’^crire ainsi : 

4 (i — a 2 ;(i — a' 2 ) 4- 3 (a -4- a ; ) 2 o ; 
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done, i — a 2 et i — a /2 sont de signes contraires, et il est possible 
de prendre pour <f> la valeur particuliere 

( x —a'*.)(X -+• aY)s — (1 — a 2 )(X-t-a'Yj 2 = (a 2 ~a' 2 ) (X 2 h- Y 2 h- 2 XY j , 

qui est bien une forme definie reduite, dont les coefficienls ex¬ 
tremes sont egaux. 

Ainsi, pour qifune transform ee F = (A, B, C) soit une reduite 
principale, il faut et il suffit que la valeur absolue du coefficient 
moyen ne soit pas inferieure a la valeur absolue de la somme dcs 
coefficients extremes. 

4° On a suppose implicitement, dans tout ce qui precede, qu’a 
une forme ddfinie donnee corresponde toujours une reduite unique. 
Il en est effectivement ainsi en general; cependant nous devons 
tenir compte des cas d’exception, qui se presen tent pr^cisdment 
dans les conditions precedentes, savoir, lorsquc lc second et le 
troisieme, ou bien les deux premiers minima, sont dgaux entre 
eux. On a alors deux reduites qui different seulement par le signe 
du coefficient moyen et, dans (/), deux formes diffdrentes qui 
leur correspondent. Mais, de ces deux formes, Fune d’clles rdpond 
a la reduite unique pour une valeur de \ un peu inferieure, l’autre 
a la reduite unique pour une valeur de \ un peu superieure a celle 
qui rend 6gaux les deux minima. Enfin, dans le cas plus particulier 
ou les trois premiers minima seraient to us egaux, on aurait une 
forme definie proportionnelle a x 2 zh xy H-j/ 2 , et susceptible de 
se transformer elle-meme par une substitution de la forme Q. 
Quatre formes de (/), correspondantes a cette reduite, seront alors 
deux principales et leurs opposees. 

VIII. 

Nous avons toujours suppose jusqu’ici que les coefficients de la 
forme quadratique f ^taient des quantit6s quelconques. Voyons 
maintenant les circonstances remarquables qui se prdsentent lors- 
qu’on les suppose en tiers. Alors F ensemble (f) des reduites ne 
comprend plus qu’un nombre fini de formes distinctes, puisque 
leurs coefficients sont limit6s. Done, lorsque la reduction conti- 
nuelle de <p, pour des valeurs croissantes de X, aura conduit a une 
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forme deja obtenue, la nature meme des operations montre claire- 
ment qu’elles se reproduiront des lors periodiquement en faisant 
croitre A jusqu’a l’infmi, ou en le faisant decroitre jusqu’a zero. 
Ainsi (/) sera compose d’un groupe de formes en nombre fini se 
reproduisant une infinite de fois. Nous pouvons done raisonner 
comme le fait M. Gauss, § 187, pour obtenir toutes les classes dis— 
tinctes de formes de determinant D. Calculons pour cela 1’en¬ 
semble Q des reduites principales, en cmplojant tons les nombres 
A, B, C satisfaisant aux conditions 

B 2 — AG = D, Bs >(A h-C) 2 , 

et prenons I’unc d’ellcs, F. II resulte immddiatement de nos prin- 
cipes qu’a la pdriodc des reduites principales de (F) appartien- 
dront toutes les formes equivalentos de Q. Cette pdriodc obtenue, 
on prendra une autre forme G de Q qui n’y soil, pas comprise, et 
l’on calculcra de meme la pdriodc des rdduites principales de (G). 
De la on ddduira une non veil e classe distinctc de la prdeddente, et 
Ton poursuivra les memos operations jusqu’a ce qu’on ait dpuisd 
toutes les formes de Q. Alors on aura obtenu toutes les classes 
diflerentes de determinant D, reprdsentdes chacune, non par une 
forme unique, mais par une peri ode r dp dice inddfiniment d’un 
petit nombre de rdduites principales. Cos pdriodes ne coincident 
pas absolumcnt avec cellos de M. Gauss, comme on le voit par la 
definition des rdduites do nudes § 183. Remarquons ndanmoins 
qu’elles pres on tent, comme cellos de 1’illustrc analyste, une sdric 
de formes dont chacune est contigue a la prdeddente par la pre¬ 
miere partie. En cffel, la substitulion QP', par laquellc on passe 
de I’unc a l’autre, cst prdcisdmont le type des substitutions qui 
donnent une transformdc contigue. On pourrait meme sans doute 
calculer le nombre par la condition que la forme contigue soil 
une reduite principale; mais jc laisscrai cctte recherche au lecteur. 

. IX. 

Nous avons encore k prdsenter quclqucs considdraLions sur le 
probleme important dont l’objct est de trouver toutes les transfor¬ 
mations possibles de deux formes dquivalcntes l’une dans l’autre. 
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La belle solution donnee par M. Gauss, § 162, depend d’une me¬ 
thod e profonde et cachee, qui, si je ne me trompe, reparait encore 
dans d’autres circonstances, par exemple dans les recherches rela¬ 
tives a la multiplication des classes. J’aurais plutot a essajer d’en 
penetrer les principes qu’a y ajouter quelque chose; aussi je me 
bornerai a deduire des considerations precedentes ce cas parti- 
culier : 

he calcul de Vensemble designe par (f) donne toutes les 
transformations possibles des reduites principales et inter mi - 
diaires en elles-memes. 

Soit F = A(x 4 - ajy) (x z!y) l’une d’elles : nous savons que 
toutes les autres reduites s’obtiendront par la reduction conti- 
nuelle de la forme definie 


= (a? -r- ay') 2 -f- X(a? -T- a',/) 2 , 

et cette forme definie, com me correspondante a F, est elle-meme 
reduite, par exemple pour Xr=X 0 . Soit done 


« = wX+m 0 Y, jr=nX-f-n 0 Y 


la substitution qui change F en elle-meme; par cette substitution, 
la forme 


{m -b a ?i y 2 


- (5? + a yf- 


(m -+- a 'n)‘ 


(a?-Ha>)s 


deviendra precisement $, quand on y fait X = X 0 ; ainsi done, en 
reduisant la forme definie dans l’hypothese 


X = X 0 


/l\2 


in \ 

W 


on obtiendra bien une transform*^ semblable quelconque de F. 

Maintenant, nommons P la substitution qui reproduitF, pour la 
premiere fois lorsque X croit depuis la valeur X 0 , d’une maniere 
continue jusqu’a une certaine limite ; a partir de cette limitc, 
les operations se reproduiront periodiquement jusqu’a l’infini; 
e’est done la substitution P, prise urn nombre quelconque de fois, 
qui donnera toutes les transformations semblables. Et, si l’on con- 
sidere les valeurs decroissantes de X, de X* 4 X 0 , on aura dans un 
ordre inverse la meme serie d’op^rations, qu’on pourra prolonger 
a 1 infini, dans 1 ’autre sens, et qui donnera pour transformations 
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semblables la substitution inverse P -1 , prise dc memo un nombrc 
c[iielconque de fois. Les memos choses auraienl lieu relativemenl 
a la transformation de toutc reduitc F en — F, lorsque cette trans¬ 
formation est possible. 

X. 

L’equation x 2 — Dy 2 = i a line infinite de solutions. 

En prenant, en effet, /= x 2 — Dj 2 , on a Pune dcs r^duites in- 
termediaires comprises dans (/), car la forme definie correspon- 
dante 

—jk /p ) 2 

est rdduite pour 1 = i. Dc la r^sulte Pexistence d’une infinite de 
transformations semblables, Lelies quo 

x = mX ■+- 7n 0 Y, y = nX n Q Y, 

et Lou Les donnent ndeessairement 

m 2 — D n 2 = r. 

Pour obtenir la loi de Lou Les ccs solutions, nous emploierons la 
mdthodc suivante. Soil IT(s) une foncLion dgale, pour toutes les 
valcurs rdelles de z, au minimum de la forme 

g 2z (x -h y y/P ) 2 -h c~~ 2z (x —y y/B ) 2 , 

lorsqu’on y suppose x ct y en tiers. Je dis que loute solution x = a 7 
y = b, de liquation proposdc, donnera un indice de periodicile 
de la fonction IT. On pourra ddterminer, en effet, une quantile 
rcelle to, telle que 

e w = a -h b y/B, e-“> = a — b y/D, 

et Pon trouvera 



Or on peut faire 

x h- y y/D = (a - b y/B) (X -+- Y y/B), 
x — y/D = (a + 5 y/B) (X — Y y/B), 
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car cela revient a la substilulion au determinant i : 


x = aX — 6DY, y = — bX-+~a Y; 

done JJ(^ 4- o)) ne differe pas de 11(5). 

Or la fonction TT (z) est, par sa definition, du genre des fonc- 
tions parfaitement determinees dans toute Fdtendue des valeurs 
rdelles de la variable : done, d’apres Fobservation bien connue de 
M. Jacobi, tous les indices de pdriodicite, tels que o), sont des 
multiples entiers du plus petit d’entre eux. Autrement dit: toutes 
les solutions x = A, y — Bde l’equation proposde se tirent de la 
solution unique x= a, y= b (pour laquelle ct-\-b s/D est le plus 
petit possible) par la formule 

A + B /D = (an-/;/D)', 

i etant un nombre entier positif ou n6gatif. 

Toutes ces solutions d’ailleurs s’obtiendront en cherchant effec- 
tivement les minima successifs de n(s), ou bien, ce qui est au 
fond la meme chose, en formant la p^riode de x 2 — Dy 2 . On a, 
en effet, cette proposition plus gdndrale : 

Toute representation de minimum absolu d 7 une forme d 
fact ears reels 

/= a(x ■+■ ccy)(x-+- a'y) 

sera donnee en cherchant 3 pour des valeurs conoenables de i 
et le minimum de la forme definie 

cp = t~ (x -h ay) 2 H- t' 2 (x -t~ cx!y)~. 

Supposons que f soit le plus petit possible pour 
x — a : y ■=. b. 

Si le minimum de <p, dans l’hypothese suivante 

*_ 1 _ T 

l — -- , t = - j-j , 

a ab a -+- a b 

n’etait pas donnd par le meme syst&me de valeurs, e’est qu’il en 
existerait un autre 

y = B, 



lei qu’on alt 
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\a-\-<xb] \a-hocbJ 


or on en conclurait 


/ A + aBV- / A -j-g'B y ^ 

\ a a b J \a ol b J 1 5 

done f ne serai l pas, con Ire 1’hypo these, im minimum absolu pour 
x a, y = b. 


XI. 

M. Gauss a encore deduit du developpemenl dc la pdriode de 
la forme ( 1 , 0 , — D) la decomposition en deux carr^s du determi¬ 
nant, lorsqu’il esl un nombre premier /\ii -j- 1 . Cc beau resultal 
depend des speculations )es plus eicvecs de l’Arilhmetiquc irans- 
eendante, car il re])ose cn entier sur cclte proposition : que les 
formes proprement primitives de determinant premier 4 n 4~ 1 
n’ont jamais q it? une classe am big tie. Je vais essayer cependant, 
sans sortir des considerations eiemcnlaircs, dc donner la raison de 
ces rapports singuliers, entre deux points bien differenls de la 
iheoric des formes quadratiques. 

Soicnt a el b deux nombre s en tiers, lels qu’on ait 

— A, 

A etanl esscnticllement ))ositif. La pdriode de ( 1 , o, -- D) conlien- 
dra une transformee oblenue par la reduction de la forme que nous 
avons nominee o dans l’hypo these suivante : 

cp = (,x jk v/D ) 2 (a -b b v/d) — (x —(a - -• b j D) = 2 \/D(&, a,bD). 

Or on obtient ainsi une forme k coefficients entiers de determi¬ 
nant — A. Soil done 

(A, B, C) 

l’une quelconque des reduites pour ce determinant, et 
x = ml -4- m 0 Y ; y=nX-\-n 0 Y 

la substitution propre a passer de (6, a, 6D) k (A, B, C). Cette 
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substitution se presenteranecessairement pourdeduire de(i ,o,—D) 
Pune des r^duites principales on intermediaires de sa pcriode; soil 
(A, B, C) cette reduite, on aura, d’une part, 

AX 2 h- 2 BXY 4- CY 2 = (mX 4- m 0 Y) 2 - D(nX 71 0 Y) 2 , 

et de l’autre 

AX 2 4-2BXY4-CY 2 = b{mX 4- m 0 Y ) 2 

4- 2 «(mX 4 ^ 0 Y)(nX 4 -/z 0 Y) 4 -&D( 7 iX-H/i 0 Y) 2 ; 

or on tire aisement de la l’eqnation suivante 

AC-— 2BB-1-GA = 0, 

dont nous allons montrer les consequences. 

Soit, en eflfet, A = 1,2, 3 , 4 , 5 , etc. Au moyen des reduitcs con- 
nues pour ces determinants, on trouvera successivement 


> 

T 

O 

II 

O 

2 A 4" C — 0, 


3 A -H C 0. 

4 A 4~ G = 0, 

5A-+- C == 0 

— B -1- C = 0, 

A 4- G = 0, 

3A — 2B -t- 2C = 0. 


et ces relations donneront les representations suivantes du deter¬ 
minant D, 

A 2 4-B 2 , 2 A 2 4- B 2 , 3 A 2 -h B 2 , 4 A 2 -h B 2 , 5 A 2 h-B 2 
ou 

B 2 — AB 4- A 2 , A 2 4- B 2 , B 2 — AB 4- | A 2 . 

Dans la derniere, A est necessairement un nombre pair, et, en 
ecrivant 2 A a la place de A, elle devient 

B 2 —2AB4-6A 2 ou (B —A) 2 4- 5 A 2 ; 

ainsi la representation de D, par la forme (1, o, H- 5 ), s’obtiendra 
par le developpement de la pcriode de (1, o, D) toutes les fois que 
l’eqiialion 

a* — D 6 2 = — 5 

sera possible. Mais, de to us ces cas, le premier est le seul ou nous 
puissions affirmer que la forme (A, B, C) est une reduite princi¬ 
pal; alors, en eflfet, la relation B 2 > (A-f-C ) 2 se r£duitaB 2 > o, 
qui est satisfaite d 5 elle-m£me. Le second a ete l’objet de recherches 
de M. Gopel, auteur a jamais illustre du M^moire Adumbratio 
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lev is theories functionum Abelianarum, comme on le voit dans 
]a Notice oil M. Jacobi a rendu im digne hommage a sa memoire. 

Dans ce champ de recherches sur les fonctions abeliennes, 0 li¬ 
ver tes en meme temps par un autre geometre dont il eut ete l’e- 
xnule, tons ceux cjui suivront ses traces trouveront, a cote de leurs 
xxl6 dilations, le regret d’une destinee cruelle. Qn’ilme soit permis, 
pour avoir eu quelques pensdes en partage avec M. Gopel, de 
j oindre P expression sincere de ce regret a celle de mon admira¬ 
tion pour son gdnie. 


XU. 

En passant des formes quadra tiques a facteurs reels aux formes 
de degrd plus dlevd, la recherche des classes dislinctes pour un de¬ 
terminant donnd ddpend en premier lieu de la determination du 
minimum de la fonction que nous avons ddsignde par 0. On n’a 
plus alors cet ensemble de circonstances analjtiques remarquables 
<que nous venons de parcourir, mais que nous retrouverons dans 
la thdoric des formes a facteurs lindaires que nous avons definies 
^ II. Lc fail le plus important a observer, en abordant la theorie 
des formes cubiques, biquadra tiques, etc., consiste peut-etre dans 
l’exisloncc pour chacfuc degrd d’un certain nombre de formes 
comme celles que nous avons nommdes prdeddemment correspond 
<d antes. M. Eiscnslein a ddcouvert le premier une correspondante 
du second degrd pour les formes cubiques, et Ton peut voir le 
x-ole qu’clle joue dans scs savantes recherches sur le nombre des 
classes dislinctes pour un determinant donnd. Nos principes, 
comme on va voir, conduisent directement a cette mdme forme. 

Posons, pour employer les notations suivies, 

f = ctcc* -l- 3 bx^y 3 cxy 2 -+- dy* ; 

on aura pour la fonction 0 deux expressions bien dislinctes, 1 une 
pour le cas ou les facteurs lindaires x H-ay, x H- a'y, x -j- cl 1 y 
sont rdels, savoir : 

1 

_ a ') 2 -l- * 2 tf" 2 (a — a") 2 H”^ 2 ^ 2 fa'~-a ff ) 2 ]- 

0 = ^ —? 

1’aulre pour le cas ou, oc + ay dtant rdel, x + a'y et x -+- a V sont . 
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imaginaires conj agues 

A f 2 P t r *(x — 0L r ) (a — a") — £' 4 (a'— a") 2 ] 2 
0 = a2 --iip*-- 

Ces deux expressions differentes peuvent neanmoins etre rappro- 
chees l’une de F autre de la maniere suivante : 

Faisons dans la premiere 

t 2 = T 2 (a / — a") 2 , *' 2 = T' 2 (a— a") 2 , f 2 i= t" 2 (« — a') 2 , 

et dans la seconde 

2= i; 2 (a' — a") 2 , *' 2 = -r' 2 (a — a') (a - a"), 


elles deviendront respectiYement 


[(g)* (S)* 


0 = a 2 (a — a') (a — < 0 (a'~ a") 



Oril est visible que, au facteur — i pres, la seconde valeur se de- 
duit de la premiere en j supposant t" — t'. D’un autre cote, le mi¬ 
nimum de Fexpression 


2 2 2 



composee de trois parties dont le produit est l’unite, s’obtiendra 
en rendant les variables egales, et la meme hypo these donnera la 
meme valeur pour le minimum de la seconde fonction. Posant 

a 4 (a — a ') 2 (a — a ' 7 ) 2 (a'— a ") 2 

= 27 (— a 2 d 2 4 - 3^ 2 c 2 ~4^ C 3 — $db*-+-&abcd) = 27 D, 

on trouvera respectivement, pour les minima des deux expressions, 
les valeurs 

v/3^D et /- 3 6 .D, 

et, pour les formes definies auxquelles nous avons donnd le nom 
general de correspondantes, 

? = -+- O'— a ") 2 (a? 4 - ay ) 2 4 - (a — a ") 2 0 4- a >) 2 4- (a — a ') 2 (a? 4- a'O,) 2 , 
? = — O' — a") 2 (^+ ajr ) 2 4- a(a — a') (a — a") (a? 4- a'/) (# 4- oc"jk). 
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La difference analylique de ces deux formes manifeste la difference 
de nature cntre les formes cubiques a facteurs reels et a facteurs 
imaginaires: dans le premier cas, v s’exprime rationnellement par 
les coefficients de /, et ]’on arrive a la forme de M. Eisenstein en 
multipliant par le facteur a 2 , savoir : 

© = (ac — b*) a ? 2 ( ad — be) xy -h (bd — c*)y*. 

Dans le second, il n’en est plus de meme, et Poperation de la 
reduction exigera le calcul numerique de la racine reelle — a. Mais 
les limitations des coefficients pour les transformees r^duites 

AX 3 3 BX 2 Y 3 GXY 2 -+• DY 3 
dependent toujours de ces formules 

3 3. 

AD<(f)VD, BC<(|)Vd, 

en ay ant soin de prendre la valeur absolue de D. 

La correspondante a coefficients rationnels pent £lre aussi rat- 
tacbee a une origine differente de celle que nous venons de lui 
donner, en la considerant comme le determinant du systeme 

d\f d-f 

dx 2 dx dy ’ 

d*f dV y 

dx dy dy* 

et de la se deduirait une demonstration facile de sa propriete ca- 
racLerislique. Mais je veux surtout faire remarquer comment cette 
seconde expression conduit au theoreme suivant : 

Qu’en multipliant <p par elle-m&me, le produit est toujours 
transformable en son opposee. 

Partons a cet effet des substitutions 


X = (ax by) x r -\-(bx -+- cy)y', 
Y = (bx-\- cy)x'-+~ (cx-t~ dy)y 


et representons par o f } <E> les determinants des systemes 


ax by bx H- cy 
bx h- cy cx ~f- dy 


[ ax' by' bx'cy' 
| bx'cy ' cx'-\-dy' 


cX—b Y dX-cY 
bX—aY cX — bY 
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On trouvera d’abord, en resolvant successivement par rapport 
a y et 7 , 

, X(cx -4- dy) — Y (bx-y cy) , — (bx H- cy) X -+- (ax -l- by)Y 

X — - ±J. -— , y =-, 

<P ? 

X(cx'-{- df) — Y(bx r -\- cy) -(bx f -h cy') X (ax' by') Y 

^ 9 ' 

Les deux premieres formules donneront ensuite 

X ' ( cX - bY) ■+■ /(dX - cY) 

® = ?-^-’ 

-y'(cX — bY)-hx'(—bX + aY) 

^ = < P -$-’ 

el, en egalant entre elles les deux valeurs obtenues, par exemple 
pour x, on trouvera 

cp cp' = <t>. 

Or on verifie de suite que est precisement Poppos^e des deux 
correspondantes semblables cp et cp'; ce qui d^monlre la proposi¬ 
tion enoncee. 

Si, de plus, le coefficient mojen etanl pair, ces formes sont pro- 
prement primitives, <£, composee de nouveau avec cp, donncra la 
forme principale de m£me determinant; toutes les classes do formes 
cubiques auront une correspondante quadratique, dont la triplica¬ 
tion donnera cette forme principale. Mais il a 6l6 dtakli en outre, 
par M. Eisenstein, qu ? a toute classe quadratique \Jk repondail 
effectivement une seule et unique classe cubiquc, lorsque le deter¬ 
minant n’avait pas de diviseur carr^j. Ce beau lhe$or 6 me monlrc, 
comme on voit, un rapport digne de remarque entre deux theories 
qui n’offrent au premier abord aucun point de contact. 


Paris, juillet i85o. 
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M. Gauss a distingud les formes quad rati ques ternaires c 
Jinies ct indejinies, suivant qu dies sont reductibles par un 
stitulion rdelle aux formes 

dz -t-jK 2 -+- ~ 2 ) et dz (^2_j_ 

Nous considdrerons dans cette Note les formes 


/ — ctx~ -+- a -4- a z b *2 byz -+- 2 b' xz •+■ %b n xy, 


rdductibles a 


X 2 H- Y 2 — Z 2 ; 


et tout cc que nous en dirons s’appliquera de soi-meme a Fi 
des formes inddlinies qui appartiennent a P autre type 

— —y~ -+- 32. 

II esl bon cependant d 7 observer que ces deux types sont ess 
lenient distincts l’un de Pautre, e’est-a-dire qu’il est impossi 
trouver aucune substitution rdelle qui change 

—, 3 * en ~-X 2 — Y 2 h-Z 2 . 

Le determinant, on, d’apr&s la nouvelle ddnomination de IV 
veslcr, Vinvariant do/, sera 

A = a6 2 -+- a!b ,% a*b'* — zbb'b" - aa r a "; 


la forme adjointe g sera 


c/A 
da 
- I. 


dA 

da, 


1 j 


d\ 

da” 


d\ 

Tb yz 


d\ d\ 

m xz + db'*r 
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En meme temps que la forme indefinie /, nous considererons la 
forme clefinie 

cp= ,/+ a(Xa?-b- [dy H- v^) 2 , 

ou X, pi, v sont des indeterminees reelles, assujelties a verifier la 
condition 

fx,v) =— A. 

Cela etant, on concevra qu’on calcule la suite infinie des substi¬ 
tutions propres a reduire 9 lorsque les indeterminees X, pi, v passent 
par tous les etats possibles de grandeur. Chacune de ces substitu¬ 
tions faite dans / donnera une certaine transform^. Nous desi- 
gnerons leur ensemble par le symbole (/), et nous aurons les 
propositions suivantes : 

I. Si deux formes ternaires f et F sont equivalentes, (/) 
et (F) contiendront les mimes formes et seront identiques . 

II. Si la forme ternaire f a pour coefficients des nombres 
entiers, (/) ne contiendra qiCun nombre essentieilement limits 
de transformees distinotes . 

( A A r A"\ 

B B' 5 B" / ^ UIie 

conque des formes contenues dans (/), on a ce th^or&me : 

III. Les cinq expressions 

AB 2 , A'B' 2 , A'B" 2 , BB'B", A A r A" 
sont comprises entre les limites 

H-aA et —aA. 

De la suit que la totalite cles formes pour lesquelles A est le 
meme ne donneront qu’un nombre fini de sjmboles ( f ) clistincts 
les uns des autres, c’est-a-dire que les formes ternaires ind<$finies 
de meme invariant ne donnent jamais qu’un nombre limits de 
classes. 

IV. Les substitutions propres a reduire 9 contiendront toutes 
les substitutions qui peuvent changer en elles-m&mes les di- 
verses formes de (/). 

Le calcul num^rique de la reduction continuelle de la forme 9, 
lorsque X, u, v passent par tous les ^tats de grandeur, sous la con- 
di tion 

g{\, id, v) = — A, 
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m’a conduil a de longues el penibles rceliercbes donl le llu-omm- 
suivant est le point de depart : 

Lovsque © cesse d'etre red ait par ime variation infmiment 
petite de 1 , p, v, la substitution qu'il faut employer pour ie 
reduirc de nouveau est Pune des soixante-deux substitutions 
d’Eisenstein, par lesquelles une forme defznie riduite se 
change en elle-meme. 

La meme proposition a encore lieu a regard de cet autre genre 
de formes <p, savoir : 

cp = X (ax -+- a' y -4- a" z)~ -4 \x(bx - 4 - b’y 4 - b"z)- ~±- v (cx - 4 - dy - 4 - dz)*, 
que j’ai introduites dans 1’etude des formes cubiques 

f = (clsc - 4 - a'y - 4 - a"z) (bx -hb'y - 4 - b*z) (c.r-hc'y 4 - c*z). 


J’esp&re pouvoir donner, dans une autre occasion, le resultat de 
mes recherches sur cette question si difficile; mais, pour appro- 
fondir la nature des substitutions qui changent en elle-meme une 
forme inddfinie, j’ai employ^ 1’analyse suivante : 

fitant propose de d^couvrir la substitution de x 7 y 7 z en X, Y, Z 
qui donne identiquement 

(1) /(#, y, *) =/(X, y, Z), 

j’imagine que les trois premieres variables, ainsi que les trois der- 
ni^res, soient exprim^es par des ind^terminees auxiliaires 5, *i, 
et cela de maniere qu’on ait 

^ x 4 - X = 2 $, 

(2) \ JT4-Y = 27], 


Sous ces conditions on va voir qu’il est facile d’obtenir les expres¬ 
sions de x, y, z et X, Y, Z en £, r n K- Effectivement, il viendra en 
premier lieu 

(3) /(si- — x, 27] — Y, — Z) =/(X, Y, Z), 


d’ou, en ddveloppant et reduisant, 


v df 

2 /( 5 , 


dr\ d(. 


(4) 
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Or il est visible qu’on satisfera de la maniere la plus 
cetle equation en prenant 


v t d f d f 


( 5 ) 


y= v) -t_ 1 -i 

d K 


df 

■ v ~r, 

d\ 


; + F d\ dr? 


\ pi, v d^signant trois quantity arbilraires. Recipro 
l’on a verifie ainsi l’equation ( 4 ), on en conclura ndc 
1 ’equation ( 3 ). Les formules gen^rales (*), pour la tra: 
en elle-meme de la forme /, s’obtiendronl done en r 
equations ( 5 ) par rapport a £, y \ 7 £ et substituant les v; 
nues dans les relations 

( * = *5 —x, 

(6) |^= 27 )— Y, 

f 5=a5-Z. 


Mais la conclusion suivante, a laquelle je suis arrive 
une analyse plus difficile, n’exige pas qu’on fasse ce ce 
tons les equations ( 5 ); apres les avoir respectivement 
par pc, v, il viendra 

(7) XX 4- (JlY 4- vZ = X£ 4- p-7] -4- v£, 

et Ton en d^duit, par les Equations ( 6 ), 

XX 4- [jc Y 4- v Z = \ x 4- [J-y 4- vz. 

Voici done une fonction lin^aire qui se change erx 
par la substitution qui change aussi la forme f en elle-oi 
pose, il est visible qu’au point de vue de la recherche p 
substitutions a coefficients en tiers, les ind^termin^es ; 
avoir des valeurs rationnelles; ainsi l’on peut faire ce 
proportionnelles a trois ^entiers l, m, n : sans diviseix 


C 1 ) I/analyse de M. Hermite ne prouve pas qu’on obtient sans ; 
tion toutes les substitutions transformant la forme en elle-m£me; c 
tiel a dtd ult^rieurement complete par M. Hermite. (Journal de €Z 
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D’apres cela, choisissant six autres nombres V : m r , n r : V 1 , m ", n u 7 
de maniere que le determinant du systeme 


l, m , n; V, m', n r \ l ", wi", ti" 


soit I’unite, posons 

I / a? + m y + n j = m, 
(8) < Vx -+- m'y - 1 - n!z = r, 

( V x m” y - 4 - n! f z = ; 


a + /jiY + flZ = u, 

rx + wi'Y-t-/i'z = v, 

Z"X - 4 - m"Y - 4 - n'Z = W. 


A la substitution proposee entre les variables x 7 y, z 7 d’une part, 
X, Y, Z de 1’autre, succedera une nouvelle substitution entre les 
deux groupes u 7 v, w et U, V, W d’une maniere toute speciale; 
par ce fait, liquation correspondante a (6) devient alors simple- 
ment 

w = U. 


Or cela 6quivaut k dire que, pour cette substitution, les in d£ ter¬ 
minus analogues k p. et v sont nulles, 1’autre restant encore arbi¬ 
trage. Ainsi 1’on en fera aisement le calcul en employant les 
relations 

Li = l \ - U , e = 2T) — V, w =1 2 ^ — W 

et 

U=E, + 


dans lesquelles F (m, p, pp) sera la transformee de /(#, y 7 z) : ob- 
tenue par la substitution (8). Mettant ^X a la place de X, et posant 


/A, A', A" 
\B, B', B" 


G (forme adjoinle de F) = ^ 


on Lrouvera 
u = U, 

a X(—B'—XJ") TT , (1 —*XBh-X**)V —sXA'W 

P “ i — X 2 A U i — X*5t 

2 X(B'—XSl>') TT aXAV-i-(n- aXB-i-X*3l)W . 

w = u+-- 

Faisons encore 

i - 4 - X^ 5V 2 X 

1 - x«& = - p ’ i-xasi = <7, 

d’ou 


— = I 



et il viendra 

U, 

fqB U + (/3 —By) V—< 7 A"\V, 

l^q B"— U +jA’V + (p + li ? )W. 

Ces formules sont celles auxquelles nous voulions parvenir ; 
elles ne contiennent de fraction que la quantity qui peut ne 

pas se reduire a un nombre entier par la seule condition 

— = i. 

Cependant, si nous employons, an lieu des nombres p el q, les 
suivants 

P = Q=‘2/?<7, 

qui donnent aussi 

p 2 „5tQ2 = 

on trouvera alors 

_jqi_ = 4 P ^ r - _ , 

P 4- I /> 2 4- 31 £ 2 4- I 1 ’ 

et la formule de substitution ne renfermera plus que des nombres 
entiers. Le nombre qui joue ici un role essentiel, a pour valeur 
g(l, m , n)\ il doit etre dvidemment positif pour que la substitu¬ 
tion ne soit pas identique. Ce sont done les entiers pour les quels 
la forme adjointe est positive qui sont les dldments essentiels de 
notre solution. 

En resume : si nous designons par S la substitution ( 8 ), par 2 la 
substitution ( 9 ), la formule abregee S - ** 2 S donnera en nombres 
entiers la relation entre les deux groupes de variables x, y, z el 
X, Y, Z, par laquelle f(x, y : z) se change en / (X, Y, Z). 

Comme consequence de la mdthode precedenle, on obtient aisd- 
ment les th^or&mes suivants, que je me bornerai a dnoncer : 

I. Soit 

x = a \ 4- ct' Y 4- a Z, 

5 = cX+ c'Y + c" Z 

unesubstitution S de determinant un, qui change en elle-meme 
une forme quadratique, Vequation du troisi&me degre qidort 
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formerci en egalant a zero le determinant du systeme 

a — X a' a! r 
b b r -l b" 
c c ! c " - X 

admettra pour une de ses racines /'unite, et pour ies autres 
deux valeurs reciproques . 

II. Si Von represente ces deux racines reciproques par 

~k = e^ ^~~ K et ^ ^ Jacondition pourque la substitution^^ 

prise n fois de suite, donne en dernier Lieu une substitution 
identique, est donnee par Vequation /ico = ‘ 2 iz] et les settles 
valeurs possibles du nombre n, si les coefficients sont en tiers, 
sont n = 2 , 3, 4? 6. 

III. 11 existe an nombre. infitii de formes quadratiques ter- 
naires qu une me me substitution change en elles-memes ; et 
Von pent les representer ainsi 

/== /cA 2 ZBC, 

A, 13, C disignant trois fonciions lineaires deter minces, et 
/c, l deux coefficients arbitraires. Toutes les substitutions qui 
chan gent en elles-memes ces diverses formes s'obtiendront en 
faisant 

A = rh 5t, B = X S3, C = ~ 

51, |3, € designant trois fonctio/is de mime forme que A, B, C, 
mais relatives a d 7 autres variables, et \ une constanle arbi- 
traire. 


Paris, mai 1 853. 
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THEORIE DES FORMES QUADRATIQUES. 


Journal de Crelle, Tome 47. 


PREMIER MfiMOIRE. 

La m^thode que j’ai exposee dans un precedent article, pour 
obtenir toutes les transformations en elle-meme d’une forme ter- 
naire indefinie, exige, comme element analytique essentiel, la con- 
naissance des systemes d’entiers qui rendent positive la forme 
adjointe. La nature d’nne pareille condition fait bien voir que 
les transformations se mb lab les d’une forme inddfinie impliquent 
n^cessairement dans leurs expressions un .nombre inftni d’entiers 
arbitraires. Les considerations que nous developperons ici mon- 
treront meme la possibility de donner aux formules de transfor¬ 
mations une expression qui offre explicitement un nombre infmi 
d’entiers indeterminds. Nous insistons sur ce point, parce qu’il 
nous semble caracteristique dans la thdorie des formes quadra- 
tiques. D’autres formes donneront lieu, en effet, a un nombre 
pareillement infmi de substitutions semblables, mais toutes ces 
substitutions s’exprim ent avec un nombre essentiellement limite 
d'entiers arbitraires. Telles sont les formes du ft 1 ® 1116 degr^, clecom- 
posables en n facteurs lineaires, pour lesquelles on a la proposition 
suivante : 

Soit a le nombre des facteurs lineaires reels, b le nombre 
des couples de facteurs imaginaires conjugues et to — j— i la 
somme de ces nornbres : toutes les substitutions semblables 
seront donnees symboliquement par la formule 


(>771, q7« 2 q7« 8 o77I w 

t °2 ^3 • • • 5 
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oil i, m 2o ... sont des entiers arbitrages et S,, S 2 , ..., co sub¬ 
stitutions telles qu’ aucune d’elles ne puisse s’ exprimer par les 
produits des puissances des autres . 

On peut encore demontrer, par rapport a ces formes, qu’en 
noramant S et T deux substitutions semblables quelconques, on a 
toujours 

ST = TS. 

Au contraire, dans la theorie des formes ternaires indefinies, 
une pareille relation n’existe qu’autant que S et T sont les puis¬ 
sances d’une m&me substitution, an quel cas la relation proposde 
se v^rifie d’elle-meme. Nous rappellerons encore que la connais- 
sance d’une transformation semblable d’une forme quadratique 
ternaire ne definit pas compl&tement cette forme, de sorte qu’une 
substitution donnde change en elles-m&mes une infinite de formes 
ternaires distinctes. Par le th£or<hne suivant on verra, au contraire, 
comment une forme decomposable en facteurs lin^aires est connue, 
a un facteur pres, lorsqu’on donne une de ces transformations en 
elle-meme. 

Designons cette substitution par 2, et concevons qu’on forme 
2 2 , ..., 2* en represenlant par cette notation la m£me substi¬ 

tution, prise 2 , 3, ..., i fois de suite, et, pour fixer les idees, sup- 
posons la substitution 2 donnde par les formules 

y = ftX + 6'Y + ...+ U, 

.i 

U = kX -h k' Y+...+ frn-H U, 
et la substitution 2* par les suivantes 

Xi = mX a) Y+...+ ] U, 

yt = b;X-+- ^Y+.. bp-" U, 

.» 

Ui = ki X h- k'l Y . . h~ J U. 

En formant le determinant du syst&me 

X Y ... U 
x y u 

y % ... u 2 
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on aura, a un facteur numerique pres, la forme en X, Y, ..U, 
decomposable en facteurs lineaires, etque la susblitution 5 change 
en elle-meme. Je me reserve de demonLrer prochainemenl ces 
theoremes, sur la forme decomposable en facteurs. Le dernier 
exige qu’aucune puissance de la substitution 2 lie puisse donner 
la substitution identique 

a? = X, .r = Y, u = U. 

Ces exemples de la grande difference que Fon doit dtablir entre 
la theorie des formes quadratiques et celle des formes ddcompo- 
sables en facteurs, au point de vue de la recherche des substitu¬ 
tions semblables, ajoutent encore, ce me semble, a l’intdret de la 
question difficile que nous avons abordee pour le cas des formes 
ternaires. En se bornant d’abord en quelque sorte au point de vue 
algebriqne, on est conduit a plusieurs theoremes qui nous out paru 
dignes d’interet, et que nous exposerons avec ddtail. Nous donne- 
rons ensuite un nouveau developpement aux considerations arith- 
metiques ddja presentees dans notre premier article. 


PREMIERE PARTIE. 

I. 

L’analyse que j’ai exposee precedemment dans le Journal de 
Crelle donne sous la forme suivante, an moyen de trois indeter- 
mineesX, u, v, Fexpression de toutes les substitutions qui changcnt 
en elle-meme une forme quadratique ternaire. Posons, en conser- 
vantles memes notations, 

/ — ax^ 4- a'y* H- a '-h 2 byz -f- 2 b’xz 2 b"xy — 

A = ab* + db'* -h a*b** - i ibb’b — add', ’ 

et representons la forme adjointe par 

^ / b 2 — a'a", &' 2 — ad r , b 7/2 — aa'\ 

\ab — b'b", db' — bb\ a'b'— bb f ) * 

Nous aurons souvent besoin d'employer la valeur de g lorsqu’on 
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met A, u, v pour la premiere, la deuxieme el la troisieme incleler- 
minee; nous la designerons par y, de sorte que 

'! - v), 

et nous posons enfin 

11 = AX-+- [xYh-vZ. 

Cela etant, on aura idenliquemenl 

X*,y,*)=S(X, Y, Z), 

en prenant 

j (r - 1f)af = (I + ir) x+ |i g_v g-gn, 

(l) (l _ T)r = (lH _ T)Y +v^-X g-jgn, 

I (I - 7 )« = (n- 7 )Z + X^-^^- -J-W. 


On pent lc ddmontrer direclcmenl de la nianiere suivante : 

Ddduisons en premier lieu des formules (i) les valours dcs irois 
lone lions lindaires c ~, f; on Irouvera sans peine 


( 2 ) 


(' —T) 
( 1 — Y ) 
( 1 — Y ) 


it 

dx 

e IL 

dy 

<LL 

dz 


‘(I- 

= 0- 




7) 


df 

d.Y 


dy 

dv 

£*f 

dl 


z*L 

a (j. 

v d 'l 

' Vh 


/ v df 


x4 t -y^1 

rtfJt elk 


-4Xmi, 

■4pAii, 

•4vAII, 


et nous allons cn conclure l’idcnlild 


( 1 Y ) 2 (i 


df 

dx 


-r 


d/ 

dy 


cIf 

dz 


) = ('-?)* (x 


d£ 

dX 


if 

dY 


-l-Z 


4f 

dl 


iy 


Multi pliant a cet diet, membre k membre, les deux premieres 
Equations de (i) ct (a), nous disposcrons dc la maniore suivante 
les divers termes du produit 




— 4 X HA ( JJL 


dZ dY 


)-a"( v * 

(-if-#) ( l £- z £) 

((. + T )iUn-(H-(|SSi, 


' 2 dl fl ( Y d» 


■ z i) 


+ (. + Y)’X^ 


dk dX 
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et nous concevons qu’on ait opere de m£me pour les produits 


(i-T) 2 r 




Or en ajoutant membre a membre les equations ainsi form^es, 
on va voir se presenter diverses sommes partielles de termes dont 
revaluation est tres facile. Considerons d’abord le premier terme 
mis en evidence dans (i y) 2 % savoir : 

ses analogues dans les valeurs de 

df , ,, df 

et (l -t) is di 


seront 


,(,^ t) y(z5-xJ) et 2(l + T )z( X g-Yg), 

et leur somme, que nous designerons par le signe 2 mis devant le 
premier terme, s’exprime evidemment par un determinant a trois 
colonnes, de sorte qu’on a 

V V *L 

X ’ • d\ 

^(^ Y )x(y4-zA) = «(. + « V, y,| =o. 


7 7 d ' ! 

4 Z ’ rfv 


puisque deux colonnes du determinant sont identiques. Or, on 
trouvera de meme 


df df 
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Cl 






d l d 't, v 
cf), ’ d~A x 

i't Y 

dp dp’ 

d '{, d 'i 7 
3v’ 2 


Maintcnant, il cst a ^valuer cinq autres sommes partielles donl 
aucunc nc s’evanouil plus. On a d’abord 

*C-Mr)'xg=C + T)’(x^ + Y^ + zg 

Pour calculcr ensuite 


Sa [x 


<*/ „ df 


dZ 


dY 


y ^Y 7 ^Y 

^ rfv Z rfjJL ) ’ 


on cmploicra uue formulc dl^mentaire de la theorie des determi¬ 
nants qui cxprune une somme de produits de determinants a deux 
colon ncs par un determinant qui est lui-meme a deux colonnes. 
l^n ayant aussi <$gard a la relation suivante, qui est facile a de- 
monlror, 

tf. iL ti -L -+- -1 4 L = f*Y-+-vZ), 


dl c£X d\x dY dv dZ 

on trouvera 

J P\ / sJyf\ 

: BMP 


/ Y- r —=SAIP— 4f(x^ + Y 

rfvl * V d x 


df 

dY 


-4z>; 


endn, il viendra immediatement 

d Y 


cl, on ajout 
I’avons annonee, 


S4X^jUn* = 8yAIP, 

S4(h-y)AXXII = 4(h-y) AI12 ’ 

aril cl roduisanl, on obtiendra finalement, comme 


nous 


C-Y)*(X^ 


S+Z 

dY ^ 


d(; sortc qu’on a identiquement 

f(cc , JK? z ) == /(-^ 5 
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Nous allons maintenanl donner quelques consequences de ces 
formules que nous venons de demontrer, pour la transformation 
en elle-meme d’une forme ternaire. 


II. 

La premiere de ces consequences est le th^oreme exprime par 
l’egalite 

X x [j.y -+*vs = X X (j. Y h-vZj 

et que nous avons pr^c^demment fait connaitre. Nous j joindrons 
la remarque suivante : 

Selon que la substitution par laquelle / se change en elle-meme 
est au determinant + i ou —i, il existe une fonction lindaire 
que la meme substitution reproduit identiquement ou reproduit 
changee de signe. 


III. 

En mettant en evidence les indeterminees X, Y, Z, dans les for¬ 
mules (i), de sorte qu’elles deviennent 

x = ct X -+- ct Y —t— ct! Z, 
r = 6X + 6'Y + b' ! L ) 
z =cX + c'Y4-c' / Z, 

les racines de l’equation du troisieme degr^ que l’on forme en 
egalant a zero le determinant du syst&me 

a — i a' a" 
b b’ — t b u 
c c l c "— t 

seront 

i = i, t=- L±Yj. 

1 -)-\/t y — /t 

Ainsi 1 on voit que cette Equation est reciproque, comme nous 
1’avons d£ja dit. 
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IV. 


En form an l F expression 




df\ 

dz)’ 


on irony era qu olio reproduit une expression de meme nature en 
X, Y, Z, mais oil les signes de p et v sont changes, de sorte qu’on 
oh lien l 


1 

x h— 

2 





df 

dY 



el Fon irouvera dc m^me 


T 

v *+• - 
2 



df 


df 


df 
V dx 

^df\ 

dyj 



,df 

k dZ 

jjl iL 
* dX 




)• 


Ces formulcs montrenl qu’en designant par S la substitution ( 1 ), 
S” 1 se d<kluira immddiatement de S, en y changeant X, pi, v de 
signe. 


V. 


Faisons suivre S d’une nouvelle substitution S', ou Ton aurait 
mis V, pi', v' an lieu de X, pi, v. La substitution composde SS' chan- 
gcanl/on clle-memc sera n^cessairement comprise dans la meme 
forme analjliquc que S et S', et devra se deduire des formules ( 1 ), 
en metlanl an lieu dc X, p, v des quantitds C, M , H, fonctions de X, 
p,, y et do V, pi', v'. Or voici F expression de ces quantity : 

Fosons 

l = — V{j/, rn = vX'— Xv', n = Xfj. |xX , 

1 df 

L = «/ + b"m -+- b r n = 

2 CLlr 

1 df 

M = b" l a mbn = - > 

N = 67 -+- bm -+- a"n = ^ 


el 


^■a 


, d'f 
* Tv- 


' V dy)’ 


9 
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i + r ’ 

[JL H- (.»/ -f- M 

T+T 5 

v H- N 

n-r 


Ainsi, les fonetions lin^aires que les substitutions S et S' changent 
en elles-memes etant 

1 x -4- \xy v 3 et V x \x yv' jz, 

la fonction lineaire que reproduit la substitution composee S S' 
sera 

4T x — i— Mt y •+■ tit z , 

ou, en omettant le facteur num^rique > 

(lx 4- f xy + vs) H- (l f X -h (jl'jk -+- v'*) 4- (La? H- Mjk H- N<s). 

C’est ce qu’on peut 5 comme on va voir, ^tablir direclement. 

D’apres le th^oreme (IV) d6finissons la substitution S par les 
Equations 


et la substitution S' par les relations analogues 


2\ dv 1 d\\ r 


z + ;( l 'a- v i) =w -;('*'OT - x 'w)- 


de sorte que SS' s’obtienne, en dliminant X, Y, Z, et exprimant 
x, y : z en U, V, W. 
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Posons ensuite, pour abreger, 

it = lx + -t-vs, w = XX + |xY +vZ, n = XU + tiY-H v\V, 

Tt'=X'a?-f-n'jK + v'^, ra'= X'X-t- [i'Y + v'Z, n'= X'U-i- ijl'V + v'VV, 

? = Lx - 4 -Mj/ + N~, <{/= I,X-t-M Y h-NZ, <E> = LU -+- MV + NW; 

nous obtiendrons imm^diatement la relation 

Tc'-f- O = tip'— <];, 

€n ajoutant les Equations (3) respectivement multipliees, la pre¬ 
miere par V, la seconde par p/ etla troisiemc par v'. SiTonopere 
de mente sur les equations (4) avec \ ja, v, il viendra 

tcp — == ir h- c i>. 

Or on a k la fois 

tc = m, 
m r = IT; 

on en conclut la relation proposde, savoir : 

7 T -+- Tl' -+- O == 11 — 1 — IJ r . 


VI. 


La substitution, composee SS' peuL 6tre ddfinic par irois rela¬ 
tions lin< 3 aircs cntrc it, id, <p el II, II', <I>. Posons, a cet eilci, 

y'= $•(*'. n', v') 
ct 

(l — Y)n=p, (i —Y)n' = -1>, 

(l — 2(1 + r)n = q, (i — Y) n + i(i -+. r)n' = — q, 

2 (it- 4 -it'+ <p) = /-, a(n-t- Il'H-< i>) = _ R; 

on aura les dquations suivantcs : 

Jo = Q-R, 

? = P-R, 
r = — R. 


Nous remarquerons encore le r^sultat de la substitution des 
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variables n, it', <p aux variables x, y, z dans la forme ternaire pro¬ 
pose. En posant en premier lieu 

lcc H- [J-X -h 'tz = 7T, 

V X -4- [XJK -4- v',3 = 7t', 

La? -+- Mjk h- = cp, 

on a identiquement 

/(^J ? ^)/( 7 > n) = f — T ti2. 

On tronvera encore 

-s) = a/(/, t? 2, n)^ 2 -4-7; 2 H-2r?'n-+-y r i 2 > 

en employantla substitution transposee 

x = Xi* h— X^ + Lv, 
jK= fx'vj 3\1£, 

,3 = V; H- '/r] N 

D’aiileurs, la forme 

Y» Y* A /(/, t?i, ?n 
o,o, r 

est 1’adjointe de 

- i > — t» 1 |. 

o, o, r i 

VII. 


Les propositions precedents peuvent etre pr'esentees souls mi 
autre point de vue, comme se rattachant a la theorie de la coni]) 0 - 
sition des formes. Elies nous semblent ofTrii\ en effet, les pi'e- 
miers exemples de l’extension de la thdorie, denude par M. Gauss 
pour les formes binaires, aux formes quadratiques d’un plus grand 
nombre d’indeterminees. Concevons qu’au lieu des fonmxles (i) 
on prenne les suivantes, ou l’on a sup prim d le denominateur et 
introduit une nouvelleinddterminee p, de sorte qu’elles devierxncnt 
bomogenes relativement a X, p., v, p, savoir : 


# = (p 2 -^-t) x -+- P 
7 = (p* y) Y-hp 
5=(?* + T)Z + P 


df 


a-~ — v 


‘ dZ 
df 


\ — ffjL n 
dX) dl ’ 


■j d/\ dy 

V d\ 1 dl) dX’ 

> iL 

dY 


,4C\_±L n- 
' dY] d» ’ 
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on aura 

/(®, 7, *) =/(X, Y, Z) [p* - *(X, pl, v)]*. 


Ainsi toute forme ternaire est compos^e d’elle-meme et du carre 
de la forme quaternaire p 2 — g(\ [x, v). Nousjoindronsa.ee theo- 
reme les r^sultats suivants, qui dependent, des memes principes. 
Faisons, pour abreger, 

S = P-Z — v Y, 

X — v X — /.Z, 


X, = XY — (XX, 





dY 


otZ' 


la substitution 

* = (P 2 -+■ Y) X -+- p ^ — X ©, 

y = (p2-f. T )Y + p ^ — (A®, 

-s = (p 2 -HT)Z-+-p ^ — v<® 


donnera identiquement 


Soil encore 




3)=^(X,Y,Z)[p* 

i 




X -+- p. " 7 T 7 “+■ V 




^(X,*{X 3 V)]2. 

a 

dZ’ 


En posanl 


on aura 


? = /(*, v). 

d? = (cp -H Ap2) x -+- p ™ — Xif, 

jK = (tf+Ap!)Y + p — — H-i, 

* = (?-+- *?*) Z + P ~ 

/(*■ 7, *) =/(X, Y, Z) [Ap* -/(X, pi, V)]*. 


Ce dernier r^sultat, consequence immediate du precedent, ofFre 
sous une forme analytique nouvelle les expressions generates des 
substitutions semblables pour les formes ternaires; on les deduira 
sans peine, d’ailleurs, des formules (i). Enfin, on trouvera v 

(*,7* *) = ^(X, Y, Z) fApf—/(X, (* 



!U2 


OEUVRES DE CHARLES HERMITE. 


en cm ploy ant la substitution 


x = (cp Ap 2 ) X -+- p | 

( dg 
^dZ~ 

> 2 ?) 

_^n 

y = (cp Ap 2 ) Y + p ( 

! dg 

J dX 

4 ) 

apt. 

~ = ('f Ap 2 ) Z H- P 1 

( 4 - 

4 ) 

-$n 

av 


VIII. 


Latitude des formes quaternaires de determinant carre, qui 
vierment se presenter dans les theoremes precedents, savoir : 

p 2 —£-(X, ji,v) et Ap2—/(X, p, v), 

eonduira k d’importantes notions arithmetiques. Dans un autre 
travail nous essayerons d’approfondir la nature de ces formes, qui 
nous paraissent devoir offrir une nouvelle application de l’idee in- 
g<';nieusc des noinbres ideaux de M. Kummer. Elies donnent lieu 
effect ivcmcnt aui theoremes de composition que nous aliens 
dnoneex*, et dont on trouvera sans peine la demonstration par cc 
(jui precede. Posons 

£ =Xp'H-Vp-4-L J 

iUl = p/p •+■ M, 

tit = vp' -+- v'p -+- N, 

ta = pp'4-r, 


ou L, M, N, F ont la signification donnee (§ V). On aura identi- 
quement 

m 2 — sr(g, mx, lit) = [p* - *(X, (*, v)] [p'2-*(V, HL', v')]. 


En second lieu, faisons 


£ = Xp f -+- — 


ilt = fXp' 




■XV 


u' d f 

,df\ 


I 


/ atv 

d\x) 

1 -+- 

2 

di’ p 

dX 

4) 


2 

dg 

dp' P 

v <*/ 

U ,4C 


I 

dg n 

A 

' dX , 

I 4 " 

2 

dv' P ' 

-4— (jljjl'Ht- 

vv'; 
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on aura 

A-W* -/(£, «,*) = [ V- -/(X, ft, v)] [p'» - i-tv, fx', V)]. 

Ces deux lh<$or<imes comprennent, comme cas particuliers, ceux 
d’Euler et de Lagrange, sur le produit de deux sommes de quatre 
carr<5s, on de deux fonctions de la forme 

x 2 -4- ay* h- bz- 4- abu*. 


IX. 


Nous avons d6ja clil qu’en d^signant par S et S' deux substitu¬ 
tions semblables quclconques on ne pouvait avoir la relation 

SS' = S'S 


qu’en supposanl S ct S' exprimables paries puissances d’une meme 
substitution. C’est ce qu’on pent 6tablir de la maniere suivante : 

D’apris le ihdorhnc du § V, si Ton d^signe par \ jjl, v ; V, u', v' 
les quantilds qui ddtermincnl lcs substitutions S et S', et par £, 
M, HI cellos qui dcHcrminenl la substitution compos^e S, S', on aura 


f = 
Ml = 
HI = 


Xh-X'+L 

n-r ’ 

[JL 4- -h M 

— r+T 1 

v 4 ™ v' 4 " N 
14“ r 


Coin dlnnl, si 1’on perinuLc simultandment X et V, p et jx', v et v' 
de maai^rc k oblcnir lcs quantiles analogues k f, £1, tl pour la 
substitution S'S, on trouvera immddiatement que ces quantity ne 
different des pnicddentes que par les signes de L, M, N. La con¬ 
dition S S'== S'S enlrainc done les relations 

L = o, M = o, N = o 

et, par suite, celles-ci : 

/ s= o, in = o, n = o, 

puisque le determinant relatif aux trois fonctions lin^aires L, M, N 
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est essentiellement different de z£ro. Or les valeurs de l : m, font 
voir que \ [x, v sont aussi respectivement proportionnelles a. , 
if, '/; la proposition annoneee revient done a celle-ci : 

Toutes les substitutions semblables oil X, p., v sont propor¬ 
tions Is a trois nombres constants se reduisent aux puis¬ 
sances d 1 une scale substitution . 

Pour le faire voir, observons en premier lieu que ces quantites 
)v, p, v ont necessairement des valeurs rationnelles, si la sxfbsti- 
tution est a coefficients entiers. Nous pouvons done suppose** en 
general 

l=kx, ix=zk$, v = /r y, 

1, pi, v etant trois entiers constants sans diviseurs communs, et k 
un facteur rationnel arbitraire. Cela pos£, prenons six atxtres 
membres a!, (f, y'; f^j de telle sorte que le determinant clu 
systeme 

' a p y 

! «' P r X' 

oc" y" 

soit l’unite; en faisant 

a x -4- p y y z = ih 
a' x -b jP y -1- Y z = p, 
a" x -4 - -4- y" -s = 

la forme ternaire proposee f(x, y, z) se changera en une forme 
equivalente que nous d6signerons par F(w, p, w ) et dont les sub¬ 
stitutions semblables se deduiront immddiatement de celles dLe la 
proposee. Designons, en effet, spdcialement par S les transforma¬ 
tions semblables de /, ou a, [3, y sont supposes constants; k e taut 
seul variable, les transformations semblables correspond antes die F 
seront donnees par la formule symbolique 

SSS-1, 

ou 2 est la substitution employee ci-dessus., entre les variables 
y j 5 et w, v, w. Or il suffira de prouver que SSS" 4 est de la 
forme T>; car de l’equation 

SSL-i = T' 1 

on tirera, comme on le voit, bien facilement 

. - ‘ ‘ 
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Or, comme nous l’avons remarqu^ dans notre premier article, 
les transformations semblables de F (u, p, pp), donn^es par la for- 
mule SSS~^, sont caract^ris6es en ce que la fonction lin^aire que 
ces transformations reproduisent est simplement la variable u. Ap- 
pliquant done cette forme F am formules generales (i), nous y 
devrons faire u et v nuls, pour en d^duire l’expression particu- 
li&re des transformations SSS -1 . On trouvera ainsi, en supposant 


F K 





A, A', A' 

B, B', B' 


et Fadjointe = 


31, 3l',3l'\ 

a, w, w) ’ 


14 = U, 

(, _ aBX -f- SIX*) V — 2 A"X W — a(B'X -t-9*X*)U 
j— 3lX» ’ 


a A' X V -+- (I -4- a B X -t- % X») W -t- •>. (B" X — ®' X 2 ) U . 

i— 51X* ; 


et e’est Ik le type des substitutions que nous devons ramener a la 
forme TX Observons a cet effet qu’en y supposant nulles les va¬ 
riables u et U, elles doivent fonrnir les substitutions semblables de 
la forme binaire 

A' v- -+- 2 B p w A." w 2 . 

Cel a nous conduit a faire 

i 3lX 2 _ % aX 

7 — -AX’- ~ P ’ i — 31X* ~ q ' 

p et q Y^rifiant l’equalion 

^ = >■ 

Or ll vient ainsi 

k = U, 

v = (p — Bg) V — K"qW— (B'g- (yP ~ l)S ) U, 

<v = \'gV -+-(/?-+- liq) W-H (\Vq- 
d’ou l’on tire 

%w — W a -h (B" u h- A' v ■+■ B w) \/% 

= (p-+-q \/%) [>W — WU + (B r U + A'V h- BW) |/5C] 
et 

% w — u — (B "u -T- A'p H- B «>) \/%‘ 

= (p — q/%)[% w - ir u - (B"u -f. a: v + b w) /If] 



Mas- un sail qu'ott pet! I faire 

P- -a pa r-. ( V -r Q |/aV\ 

It-- rnliits L el (^ Plant 1 < 1 ^ momdres nombres qm \ e ride nf la con- 

« l l t l O SI 

p- — =- ; - 

L.t -u lot i L u I Kill co no deree eta r 1 1 done defiiue pai‘ leas e« j ua l ioh.s 

//-I-, 

a sr — i y it — ( w a a' v' 1 > <r) \/a 

=- (V ~r~ n /*)“ I AM - tv li -j- (ir i 1 ->.A'Y -• H\Y i /A J. 

A e — j 3 ' u — < If a -i- V v ~i- B tr ) t/:\ 

■= t P - o s/% )" | A \\' - IV If . { IP (J e - V \ i- f;\Y i V /A |, 

s! (M t■ \ i(Ienl (pdelfe residle de ia sii bsi 1 1 til ion parlietdiere pom 

la quelle n = i . prise n fois Mioassi Yemeni. 


V 

I. expression petierale drs I ransformal mib semIda Ides <loanee 
an £ 1 pent elre presentee .soie title forme anal > I opte fuen < 1i He¬ 
re aim en. cdierehaiil a met. Ire en e\ idenee les lonef ions qtu >e repro- 
du irniit a un laeteur eons taut pres, romme tioiis \enoiis d'etre 
eonduit a le Lure. On \ pars umt aisement tie la mantere sm\,tuh: : 

i)e>tptions par dd ad v ; from quant drs rnlieremeni arbitral res, 
e| employees les memrs notations qtdau ^ V , pour designer < les 
e \prr>sunis anaiytiques tie menu 1 forme, sa\ oir : 

z ~ Mr ~r \iy -!- v j, II = a \ a \i V -i~ v X, 

~ — A ' X-'-r~ u'y 3 , H'nr f \ ?- ij/ Y -f- '/X, 

3 = Lx -+- My \ 3 } <l> = LX -i- M Y -h XX : 

tioim from erons d ahord, en aj out ant les equations ( i), a pres lees 

a\oir respeetivement multipliers par )/, pd vd 

(t — y . 


)~' = < i y) 11 ' — -jA> — ellt. 







T 11 l. 

0 it s 1: 

i) 1 - 

F O HU Ii S 

0 r \ 

n a 

\ 110 » h 

u; 

Ion 

mm ■ ‘ H t < i 1 h ■ j 1, 

11 on 

s dr 

! m roils < 

es d 

pu 

I ! I O 11 s ( J 

) Ins -m \ a 11 {e > 1 


(„ 'O' 

,//• 




df 


df x 

(('• 

( s - 

-■'lee - 

V tfv 

) - ( 

! -1- 7 

(z 

r/Z 

- v 

J\) ^ 

7 *- >- -f 11 
d / 




1 ,= ( 



<t.f 


df , 

d“ 

1 i - 

' ’ (. ,(r ~ 

7 ,/z 

j ... y 

( v 

d\ 

/ 

d/Z 1 “ 

7 \ _ , y H. 

A;j 


( ■, <>/ 





df 


d f , 

,h 

( I - 

" v, (/ <?r - 

>\/r 

) ---, 

j 

( } 

d\ " 

~ 7 

f f\ ) ~ : - 

• l 'eA- 

I*u is, 

en 1 e> a j 0 u t a 

ill aj 

in's 

les a \ 

01 r 

mull 

ip! 

i(das , la 

menu ore par /.d 

fa see 

omle par u/. 

la Ii 

> 1 s 1 r 

me j )< 

r v 

, il \ 

lend ra 



{ 1 

~ ” 7 

? ^ 

( , 4 - 

! «!» 

- - 

'if 

m a III. 


\ 1 llsi 

i 1111 r< m 111 e 110 11 d< 

•s ( pi 

a ill 1 U 

•s a 

hi 1 r 

11 r< 

as Ad p Z, 

'/ nous eoiidml 

a (“ell 

1 1 ra iisf or ma 

linn 

rein 

input 

de 

des 

dp 

al urns ( 

1), sa \ nir : 



7: 

11 , 








l 1 - 



•> ni - 

.( 1 

~i~ 7 ) 

IP 

— -ale 



{ 1 — 

~i 1 ? 


•> ni - 


Ii'-; 

1 i 

- 7 ) <I» ; 


el noth e 11 cmirlii 

‘Oils 

en < 

rime 

r In 

‘II 1 (‘ 

s r 

da 1 tens 

s ii 1 \ antes. <m\- 

< j uel It 

s in ms v < mi Ii 

(Ills J 

>;t r\« 

ni 1 r e 

l (pi on 

\ ei 

a firra far dement : 




7: 

S 1, 







77:'-- 1 

77 ; 

? V 7 V 

i . 

1 

s 7 

t '7 

(7 II' 


111 m 1> \ 

A). 


771' I 

77 

?\ T 

1 1 

1 - 

A 

A 

(7!!' 

— 

111 — 1* v 

d). 

ii < 

k s t < 11 p n e d e 

retu. 

tispie «jue 

!c 

OK 

•m 

■ nulls (1 

■ la forme ter- 

no ire. 

!es qua nl lie 

S A, 

v 

(pi 1 < 

iefinissi 

ni 

Sa sii hsl 11 u lion par la- 

<J f 1 el 1 4 

eel 1 e forme 

s e <‘ 

l;lil n 

e en 1 

•lie 

- m e m e, 

el e nli 11 10s quail11 lids 

e 1111 e 1 

emeu! arhili 

a 1 tan 

>0 

0, V' 

tie 

(ii; uren 1 plus 

tails les eoel’li- 


r i e ii I s dr res non \ el les re I a I inns Cj tie j >a r Irs den \ coiislanles 7 el 1. 


\1. 

Les Ili(:oi'('m<‘S <ie cumpo.siliens relalils aux formes <|ualeruaires 

p~ .- if { A , 1 jl, v ) el A o~ — f( A, ;jl, v), 

doimes au § v III, oil! ole deduils des expressions ^eneraies pour 
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les transformations semblables dcs formes Lernaires. Puici proque- 
ment, on pent obtenir ces expressions gene rales comme conse¬ 
quence des theoremes du § VIII par la methode suivante : 

Considerons le prodnit des trois factears 

[p2— r^v)][p' 2 — ^(X', v')][p' /2 ~^(X", \±% v")] ? 

mis sous la forme 

J», IT). 


Pour obtenir les valeurs de C, ill, 11, It nous poscrons 


X 

X' 

r 

l = 

ix'v" — 

'/ f 

, l’ = 

f v — 

- v" JJL, i" = 

f2.'/ - 

- VfX J 


P-' 

f 

, = 

v'X ff — 

XV 

, ?n’ = 

v"X - 

-X"v, /V = 

vV~ 

— Xv' 

V 

v' 

v" 

= 

X>"— 

{ x r X 

", 7l' = 

X" [X - 

-H"X, 74* = 


— piX' 



L = 

1 df 

2 Z 7 

L' : 

1 

2 

rf/' ’ 

Id : 

f .//" 

” 2 </Z' ? 





M = 

i rZ/ 

M' = 

1 

rfr 

M" = 

= £ ‘If* t 






2 c//;i 

2 

dm ' 7 

2 c/m" 





N = 

1 c// 

2 dn 7 

N' = 

I 

~ 2 

df 
dn’ 7 

N" = 

I 

~ 2 




r 

r = - / X 
r° 


1 ( X"_ 

2 [ dV 


n dj 
dV 

ue-f 
,, *■: 


d\x' 

di'_ 

d\x" 

/ dy 


-4 

■4) 


_i_,/ i 1 :; 

d]i. eh 


2 \ dX 

ou Ton a mis, pour abreger, 

/, /"; 

pour 

m, n), /(/', ni\ a’), f(l\ m\ 71 "); ^(X. t u,v ), -(X', ijl% v’), #0," 9 v"). 

Cela etanl, on aura les expressions suivantes : 


T> f 


£ - (p?'X"+ pvx p"pX') -+-(p l — p r v 4 - r/h") 4 - (Xr — X'r-i- X" r"), 

m = (ppy'-4 p'pV 4 - p"pix') 4 - (o m — p' i\i f 4- p" m u ) -+- ((-Xr — {J lT'4~ t"), 

It = (ppV-+- p'p"v 4 - p" p'/) 4 - (p N —• p'N'-H p"N") 4 ~ (vr — '/ r' 4 - v"r"), 

n = (pp'p" 4 - P r 4 - p ; r-h p'r* 4 - a$). 

Maintenant faisons 


X'' = - X, 


pt =. 


p; 




on aura 


L = L", 

r = — r", 


* j = o, 

^ tT ( X , P’3 V ), 


eL, le determinant o s’cvanouissanl, la valour dc B deviendra 

tlr= j^pS-^X, [JL, V)]. 

Liquation 

v - ff(i, in, in) = [p 2 — ^(X, fi, v)] [ P '*- £•(X', -v, v')| [p" 2 - £•(>/', iA v'O] 
se reduisanl done a la suivanlc : 


p'*[p*- P, v)]» -in, Hi) = [p* - *(X, [X, v)]* [p r *- *(X', A v')], 
do nner a 

nt, lit) = .~(X', a v') [p* — ^(X, [x, v)]-, 
et l’on on conclura 

/£ m in (V t± f v'\ 

* vb' vl ’ ly * \p' 7 p' ? pV ‘ 

D’ailleurs on obi lent pour ill, lit les expressions suivanles : 

4T = (p 2 4- y) a' h- apL — '>.X T", 
iit = (p 2 h- y) h'-h ap m - a [xr, 

Hl = (p*H-Y) '/ h- *.>. p N -avf; 

de sorte que Foil retrouve ainsi l’un des tlieoremes donnes au 
§ YII. Mais il j a une autre consequence a deduire des conside¬ 
rations precedents. 

Nommons respectivement S, S\ S" les transformations sem- 
lolables dc la forme lernaire /, qni sont ddfinies par les quantites 

— ^ — j p; les quantitds analogues par lesquelles 

sera ddtermindc la substitution composde SS'S^seront evidem- 

ment ^• Or l’hypo these admise precedemment, savoir : 

V _____ X fX^ _____ jX _ v 

p" ” p ’ p" ~ p ’ p" p ’ 

revient a supposer la substitution S" F inverse de la substitution S 
( voir § IV) : done toute substitution, telle que 


S S' S-1, 
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se tire de S', en y remplagant ^^par trois fonclions lim 

de ces quantites qui donnent precisement une transformati< 
elle-meme de la forme adjointe. 


SECONDE PARTIE. 


Nous venons de resumer lout ce que nous avons pu jusqu’s 
sent tirer de l’etude algebrique des formules g^n^rales de sul: 
lion par lesquelles une forme ternaire quelconque se chan 
elle-meme. Si nous nous sommes un peu elendus sur ces cor 
rations, e’est dans l’espoir de les Her un jour par de nouvelh 
cherches a l’etude arithm^tique des substitutions semblables 
nous avons entreprises sous un point dc vue si different en ] 
sant dependre de la reduction continuelle d’une forme ternai. 
finie a param&tres valuables. Afin qu’on puisse mieux saisir ce 
y a de general dans ce point de vue, nous r^unirons ici les 
questions de l’equivalence des formes d^composables en fac 
lineaires, et de l’equivalence des formes quadratiques indel 
traitees par le meme principe arithmetique. Dans d’autres 
moires nous donnerons les demonstrations des th6oremes que 
allons enoncer, d^sirant surtout en ce moment appeler l’atte 
du lecteur sur l’identit^ de la m^thode appliqu^e k des genr 
formes d’une nature si diff^rente. 

I. 

Deux formes sont dites equivalentes lorsqu’on peut obtenir 
d’elles en faisant dans l’autre une substitution lin^aire et h 
gene, a coefficients entiers et au determinant an . C’est en c€ 
moins que consiste 1 ’equivalence arithmetique. Enadmettai 
quantites quelconques pour les coefficients de la substitutio 
aura la notion de ce qu’on peut appeler Y equivalence algebr 
Dans le cas des formes quadratiques k un nombre quelcom 
d’indeterminees, et des formes du /i l6mo degr£, d^composabl 


221 


TIIEORIE DES FORMES QUADRATURES. 

n facteurs linEaires, un seul et mEme fait analytique tres simple 
deroule de cette notion. Ces formes, en effet, sont toujours alge- 
briquement Equivalentes; les premieres comme rEductibles a une 
somme de n carres x\ 4- x\ ■+- ... q- x \_ K , les secondes comme re- 
ductibles a un produit de n variables # 0 , x K , x», ..., De la 

resulte, pour ces deux genres de formes, 1’existence d’un seul inva¬ 
riant, c’est-a-clire d’une seulc fonclion des coefficients, qui la re- 
pro duit dans unc transformEe obtenue par une substitution alge- 
brique, multiple par une puissance donnEe du determinant de 
cette substitution. S’il s’agit d’une forme quadratique a n indEter- 
minEes f(x 0 ,Xi ,.. .,#«_*), nous dEfinirons cet invariant comme le 
determinant du systEme linEaire 

L At, 1 L AL . 1 d f 

a clx o ’ a dx x ’ 2 dx 2 ’ ’ * * ’ a dx tl ~\ * 

Pour une forme decomposable en facteurs linEaires 
F = u Q i/ i u. lm .. u, t - u 

oii Ton suppose 

III = CliX 0 biXi -+- CiX% -h . . . -H ki X n ~l 1 

nous le dEfinirons comme le carrE du determinant relatif aux fonc- 
tions 

^0? ^1> U-2, • • . j ll/i—i. 

Dans ces deux cas l’invariant, que nous dEsignerons par A, se 
reproduira dans toute transformEe, multipliE par le carrE du de¬ 
terminant de la substitution. 


II. 

On pent particulariser la nature de F Equivalence algEbrique de 
deux formes, en exigeant que les coefficients de la substitution 
soient des quantitEs rEelles. Sous ce point de vue, les formes dont 
nous nous occupons n’offrent plus une seule espece cbacune, et, 
en supposant leurs coefficients des quantitEs rEelles, on a les pro¬ 
positions suivantes : 

i° Les formes du n ihme degrE, dEcomposables en n facteurs li- 
nEaires, sont rEductibles par des substitutions algEbriques rEelles, 
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a i(n+ i) ou ~(/i -H 2 ) types distincts, suivant que 72 est impair 
on pair. L’un de ces types est encore le produit x 0 x { .. .x n _ i des 
variables, et les autres s’obtiendront en group ant deux a deux les 
indeterminees, et remplacant successivement le produit des inde- 
terminees d’un m^rne groape par la somme de lcurs can'es. Nous 
les nommerons en general types factorials, et le noinbre des fac- 
teurs d’un type, qui seront formes d’unc somme de deux carres, 
sera Vindice de ce type. 

2 0 Les formes quadratiques a 11 indeterminees sont reductibles 
par des substitutions reelles a n -t- i types dislincts, dont bun est 
la somme x] + + • • • -+* des carres des indeterminees, les 

autres s’en deduisant en faisant precdder du signe moins le carre 
de Tune, de deux, etc. ou de toutes les indeterminees. Nous nom¬ 
merons indice d’un type quadratique le nombre des carres qui 
sont ainsi precedes du signe moins. 

La proposition relative a l’equivalence r^ellc des formes decom- 
posables en facteurs revient a la notion elcmentaire des racines 
reelles.ou imaginaires des equations algebriques; cclle qui con- 
cerne les formes quadratiques, a la distinction gcomdtrique des 
diverses courbes ou surfaces du second degrc, dans les cas de trois 
ou quatre indeterminees. 


III. 

Les considerations precedentes impliquent ce theor^me : que 
deux types diffevents ne peuvent etve identifies par aucune 
substitution reelle; elles conduisent aussi a la recherche des 
conditions qui doivent etre remplies par une forme pour qu’elle 
soit reductible a un type donne. Pour les formes quadratiques, 
M. Cauchy a donne 1’expression suivante de ces conditions. Soient 
f(x 0 , x i} .. . J x /2 _ i ) la forme proposee, A / Tin variant de la forme 
a i indeterminees, qu’on obtient en faisant 

Xi = O, Xi +i = O, 27/4-2 = 0, . . . , x n -, t = O ; 

le nombre des termes negatifs de la suite 
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donnera immediatement Findice du type auquel appartient la forme 

proposee. Le premier terme A< est le coefficient de a?jj, et il faut 

remarquer que, si Fune des quantiles A, A/, par exemple, vient a 

s’evanouir, on devra considerer les deux termes et —comme 

A/ 

donnant, Fun un signe plus et 1 autre un signe moins. Remarquons 
qn’en appliquant la meme regie a une transformee de / les quan¬ 
ti tes A,, Ao, • • • changent tontes en general, mais de maniere que 
le nombre des termes positifs et negatifs de la nouvelle suite soit 
exactement le nombre des termes positifs et negatifs de l’ancienne. 


IV. 


Un premier point de contact enlre la thiorie des formes decom- 
posables en facleurs et la lli^orie des formes quadratiques con- 
siste en ce que la connaissance des caracl&res propres aux divers 
types quadratiques, que fournil si simplement la methode de 
M. Cauchy, suffit pour arriver a la distinction des types factoriels. 
Soit, en diet, 

F = ic 0 iii ... u n ~i 


la forme pixiposee, m ddsignant la meme chose qu’au § I; il est 
ais6 de voir que les coefficients de la forme quadralique 


? 




11$ 

«2 


Un — 1 \ 2 
U n -lJ 


s’exprimeront rationnellement par ceux de F. Or le type facto - 
riel de F et le type quadratic]ue de cp ont precisement mSme 
indice. Alors, si Fun des deux determine l’autre, j’ajouterai la re- 
marque suivanle : 

Soit to une fonction rationnelle quelconque des quantity 


et faisons 


b c k 

— > “ 5 • ’ • » ~5 

a a a 


Wj = 0 


(bi ci 

V cti a t 



quelle que soit l’inddermin^e jz, les coefficients de la forme 

_j ( u °y \ 1 ( ui ^\ t ( u *y ii— ^y 

z — w 0 \a 0 / z — ix)i\a L J z — to 2 \a s / * ’ z — Mn-i\ a n-i/ 
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s’exprimeront encore rationnellement par ceux de F, ou l’indice 
du type quadratique auquel appartient cette nouvelle forme sera 
l’indice du type factoriel de F, augment^ du nombre des quan- 
tites to qui sont superieures a z. Ainsi le nombre des quantitds to 
qui sont comprises entre deux limites z 0 et z t sera determine par 
la difference entre l’indice du type quadratique f pour z = et 
l’indice dn type quadratique de la meme forme pour z =z { . 


V. 

Arrivons maintenant a la question de l’dquivalence arithmetique 
de deux formes decomposables en facteui'S, et des transformations 
semblables de ces formes. Cette recherche, que nous allons rap- 
procher de celle qui est relative aux formes quadratiques inde- 
finies, repose sur les principes suivants : 

Designons par mod 2 & le carre du module d’un facteur lindaire 
quelconque de F, c’est-a-dire le carrd de ce facteur, s’il est reef, 
ou le produit qu’on obtlcnt en le multipliant par le facteur con- 
jugue s’il est imaginaire , Nous considerons en meme temps avec F 
la forme quadratique definie 

= Xg mod' 2 zi 0 ■+■ XJ mod 2 a L -+- Xf mod 2 !** X 2 ^ mod 2 u n -u 

ou les quantites X^sont des inddtermindes rdelles quelconques aux- 
quelles nous donnerons le nom d’ arguments 7 et nous aurons les 
propositions qui suivent : 

i° Concevant qu’on calcule toutes les substitutions propres a 
reduire cp, pour toutes les valeurs des arguments, et qu’on fasse 
chacune de ces substitutions dans F, on obtiendra ainsi une infi¬ 
nite de transformees dont nous ddsignerons 1’ensemble par le sym- 
bole (F). Cela etant, si l’on opere de meme sur une autre forme F', 
et que F et F ; soient arithmdtiquement equivalcntes, (F) et (F ; ) 
seront identiqaes. L’opdration de reduction est faite ici dans le 
sens que je lui ai donne dans la troisieme de mes Lettres a M. Ja¬ 
cobi sur la thdorie des nombres. 

2 ° En supposant entiers les coefficients de F, ceux des formes 
contenues dans (F) le seront pareillement, et auront des limites 
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determines par une seule fonction des coefficients de F, a savoir 
l’invariant A. 

3° Si Ton d6signe par £ l’une des formes de (F), il n’j aura au- 
cune transformation semblable de £ qui ne soit donnee par le calcul 
arithmetique de (F) tel que nous l’avons defini. 

4° Tontes les formes F, a coefficients entiers et de meme inva¬ 
riant A, sont r^ductibles a un nombre fini de classes distinctes. Une 
application de cette derniere consequence, que nous allons indi- 
quer en pen de mots, conduit a une notion importante sur les ra- 
cines des Equations a coefficients entiers. 

Soit 

ax n $x n - i-h. .. h- H- s = a(x — a 0 ) (x — a 4 ).. .(a? — a n -. x ) = o 

une equation a coefficients entiers de degrd n. Representons par A 
cette fonction entiere des coefficients a, (3, ... a laquelle les Geo¬ 
metres anglais ont donnd le nom de discriminant , et qu’on peut 
definir ainsi 

A = a2(«--i)(^o — — a 2 ) 2 ... (a«_ 2 — a n - 1) 2 , 

le second membre rcnfcrmant le produit des carrds des differences 
des racines prises deux a deux. Si Ton pose 

ui ^ s?o atxi -I— ci 2 x% -f-... a’[-'xfi—i , 

et qu’on considere la forme 

F = u Q Ui u % ... u n - u 

les coefficients de cette forme seront tous entiers; et, d’apres la 
definition que nous avons donnee, son invariant reproduira pr£- 
cisement le discriminant A. Observant done que deux equations 
differentes, donnant lieu a des formes F arithmetiquement dqui- 
valentes, sont reductibles l’une a l’autre par une substitution ra¬ 
tio nnelle, on arrivera a ce theor&me : 

Les equations numeriques ) en nombre infini, pour lesquelles 
le discriminant a une mime valeur } ne contiennent qu 3 un 
nombre essentiellement limite d 3 irrationnalites distinctes . 
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VI. 


Considerons actuellement une forme quadratique quelconque 
indefinie et a n indeterminees. Cette forme appartiendra a un 
type d’indice i, different de zero; de sorte qu’on pourra trouver 
d’une infinite de manieres n fonctions lineaires r^elles, u 0 , u,, 
u n _ A , telles qu’on ait 

F = - it* - it* - + «? + «/V, + ■•••+■ ■ 

Supposons d’abord connu un seul syst^me de pareilles fonctions: 
tous les autres s’obtiendront en posant 


•u„ 2 - 


• U ? . 


■ “t-l 

■u?-r 


u? 


U? ■ 

H-1 


■ U 2 

n-i 


et en determinant Pexpression la plus gendrale des quantites U par 
les quantites u. Cela revient a la recherche algdbrique des substi¬ 
tutions semblables du type quadratique d’indice i. Or la mdthode 
donnee dans mon premier article sur les formes lernaircs s’ap- 
plique a des formes d’un nombrc quelconque d’inddtermiiuSes, et 
conduira a exprimer rationnellement cette substitution au moyen 
de ~n(n — i) quantites arhitraires ( j ). Nous leur donncrons le 
nom d’ arguments , car on va voir qu’elles jouent le meme r61e 
que les quantity \ du § V. 

En effetj nous considerons, en meme temps que la forme ind<$- 
finie proposee F, la forme d&finie 


? — U 2 -f- Uf -4- U| -K .UJ_i, 
et nous aurons les propositions suivantes : 

i° Concevant qu’on calcule toutes les substitutions propres a 
reduire e>, pour toutes les valeurs des arguments, et qu’on fasse 
chacune de ces substitutions dans F, on ohtiendra ainsi une infi- 


(I ) °n Pourrait, sans recourir 4 ma th^orie, diduire ces expressions de celles 
q u a donn ^ es pour le type d’indice z6ro. Voyez, dans le Journal de 

Crelle, le beau Memoire, sur les determinants gauches, du savant gtom&ixe an- 
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nile de transformers dont nous designerons F ensemble par le sym- 
bole (F). Cela fait, si deux formes F et F ; sont arithmetiquement 
equivalentes, (F) el (F') seront identiques. 

a 0 En supposant entiers les coefficients de F, ceux des formes 
contenues dans (F) le seront pareillement, et auront des limites 
determindes par une seule fonction des coefficients de F, Finva- 
riant A. Un exemple des limitations de ces coefficients a ete donne 
dans mon premier article, pour le cas des formes ternaires. 

3 (> Si l’on designe par £ Fune des formes de (F), il n’y aura au- 
cune transformation de £ en elle-meme qui ne soil donnee par le 
calcul arithmetique de (F), tel qiFil a dtd ddfini. 

4 1 Toutes les formes quadratiques a coefficients entiers, qui ap- 
partiennent an meme type et ont meme invariant A, sont reduc- 
tibles a un nombre fini de classes distinctes. 


Depuis Fannee 1847, ou je rencontrais les principes de la re¬ 
duction des formes ddfinies, j’ai cberchd a plusieurs reprises la 
demonstration rigoureuse de ce dernier tbdoreme, et je ne suis 
parvenu qu’apres bien des efforts k la thdorie qu’on vient de voir. 
II me reste a montrer comment, pour les formes binaires de deter¬ 
minant positif qui appartiennent en mdme temps aux formes qua¬ 
dratiques inddfinies et aux formes ddcomposables en facteurs li- 
ndaires, on est conduit au m£me rdsultat en appliquant les principes 
relatifs a ces deux cas. 

Ayant fait 

F = Ax 2 -+- 2B xy -b Gjk 2 = (ax -b by)(a r x -b b'y) — uu\ 


nous aurons d’abord cette expression par le type quadratique 
binaire d’indice un, savoir : 


en posant 
Soient ensuite 


F = v 2 — v'*, 


u U = 2V, u — U = 2v\ 

U = av 4 * *'v', U' = (3v -b (3V ; 


et ddterminons les constantes a, a', ( 3 , ( 3 ; de manure a obtenir 
identiquement 

U 2 — U ' 2 = V 2 — v'2. 
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On posera pour cela 

a 2 —p 2 = i, aa'— p p' = o, a ' 2 — P ' 2 = — i, 

d’ou il sera facile de conclure 

P 2 — a' 2 , P ' 2 = a 2 . 

Or la forme definie <p etant 

<p = U 2 4 -U' 2 = (av4-aV) 2 4-(pv +• p'v ) 2 , 

elle deviendra par ces relations 

cp = (a 2 4- p 2 )v 2 + 2(aa'+ pp') vv'-h (a ' 2 4- p' 2 ) v' 

= (a 2 4- a' 2 ) (v 2 4 - v' 2 ) 4- fiaa'W. 

Remettant maintenant an lieu dev et v' leurs valeurs en u et u !, il 
viendra 

cp = i(a 2 4- a' 2 ) (& 2 4- iF 2 ) 4- aa'(& 2 — w' 2 ) = F ( a 4- a ') 2 w 2 4- £ (a — a ') 2 a' 2 ; 

ce qui est precis^ment la forme quadratique definie a laquelle on 
serait amene, d’apres le § V, en considerant F comme appartenant 
aux formes decomposables en facteurs lineaires. (Je rcprendrai, 
dans un Memoire special, la distribution en p^riodes des formes 
de determinant positif, pour completer et mettre fin en quelques 
points a ce que j’en ai dej& dit dans un Memoire sur Fintroduction 
des variables continues dans la tbeorie des nombres.) 


VII. 

Pour completer ce qui nous reste a dire des principes communs 
a ces deux grandes theories arithmetiques des formes quadratiques 
a un nombre quelconque d’indeterminees, etdes formes ciecompo- 
sables en facteurs lineaires, nous allons exposer comment on doit 
concevoirFoperation de la reduction continuelle de Fune en Fautre 
des formes precedemment designes par <p. Nommons £, 4F',* £ ,r , ... 
la serie des formes contenues dans (F), F designant soitune forme 
quadratique, soit une forme a facteurs lineaires, et S, S', S", ... 
les substitutions par lesquelles on les a respectivement drees de F. 
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En effectuant chacune de ces substitutions dans © on aura les 
transformees correspondantes $, $', ..., qui seront reduites 

pour certaines valours de leurs arguments. Or, il est tres facile de 
voir, pour Tune et F autre des formes <p, que toute transformee telle 
que O peut s’obtenir directement par JF, d’apres le mode m£me de 
formation de o au mojen de F. Maintenant, pour arriver a saisir 
l’enchamement de ces operations arithmetiques de reduction con- 
tinuelle, lorsque les arguments prennent toutes les valeurs pos¬ 
sibles, nous observerons que, au lieu d’operer toujours sur cette 
m&me forme cp, pour en ddduire successivement <3>, <F, <£", .. on 
peut concevoir Fune quelconque de ces formes, obtenue au mojen 
d’une autre pr6c6demment reduite, en y introduisant les valeurs 
des arguments pour lesquelles elle a cessd de l’etre, et lui appli- 
quant alors la m^thode g^n^rale de reduction. 

Or ici est Forigine cl’une notion importante, que nous allons 
presenter d’abord, dans le cas particulier de deux arguments va¬ 
riables. Imaginons que ces deux arguments soient les coordon- 
ndes d’un point rapport^ sur un plan a deux axes fixes, de sorte 
qu’a tout point de ce plan corresponde une forme o entiere- 
ment determinee. Inddpendamment de toute connaissance sur la 
nature analytique des conditions que doivent remplir les coeffi¬ 
cients d’une forme reduite, on peut concevoir l’existence d’une 
courbe separant les points du plan auxquels correspond une 
forme <E>, toujours reduite, de ceux auxquels correspond une forme 
qui ne l’est plus. Cela pos6, soient, a une distance infiniment voi- 
sine de cetle courbe, S', 2 ", S'", ..., les diverses substitutions qu’il 
faudra successivement employer pour r^duire de nouveau < 3 >; nous 
nommerons reduites adjacentes a $ les transformees <£', <&", ... 

qu’on obtiendra en faisant ces substitutions dans <E>. Et, si l’on ap- 
pelle £ la forme de (F) a laquelle <& correspond, nous donnerons 
le nom de formes contigues a 4F, aux transformees Jr', Jr", £ m , ..., 
qui en r£sultent par les substitutions S', S", S'", .... Dans le cas 
general, consid&rons l’ensemble des valeurs des arguments pour 
lesquelles une forme est reduite, ces valeurs etant telles que 
cette forme cesse de l’etre lorsqu’elles subissent une variation in¬ 
finiment petite. Nommons encore S', S", ... la totalite des substi¬ 
tutions propres a r^duire <E> de nouveau, dans cette hypo these d’un 
changement infiniment petit dans les arguments : les reduites ad- 
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jacentes seront les transformees $ 7 , <F 7 , ... qui resultent de $ par 
les substitutions S 7 , S' 7 , ...; et, en nommant £ la forme correspon- 
dante de $ dans (F), ses contigues seront les transformees i 7 , 
i /; , ... qui s’en deduisent par les mernes substitutions. 

Cette notion des reduites adjacentes conduit a imaginer la dis¬ 
position graphique suivanle du calcul arithmetique de la reduction 
continuelle de <p : 

Ayant represente par les designations abregees <X>, <E> 7 , <I> 77 , ... la 
serie indefinie des reduites quadratiques qui correspondent cha- 
cune a une forme de (F), nous concevrons qu’on fasse avec toutes 
ces formes un tableau dans lequel chacune d’elles sera immtklia- 
tement environnee de toutes celles quilui sont adjacentes, ct aux- 
quelles on la joindrapar autant de traits. De la sorte toute formed 
se trouvera reunie par deux traits a une autre <E> 7 ; car <£ ayant 
pour adjacente <I> 7 , reciproquement < 3> 7 aura pour adjacente <D. Main- 
tenant, si l’on place sur chaque double trait une designation abregee 
de la substitution par laquelle Tune des deux formes depend de 
son adjacente, on aura la reunion de tous les elements du calcul 
arithmetique dont nous avons essaye de donner une image claire 
et sensible. 

On pourra encore, dans le tableau ainsi obtenu, remplacer chaque 
reduite quadratique par la forme £ qui lui correspond dans (F); en 
conservant d’ailleurs toutes les indications de substitutions. De la 
resultera une disposition par groupes de formes contigues, dont on 
va voirl’usage dans la demonstration du theoreme suivant. 


VIII. 

Lorsque les coefficients cle la forme F sont entiers, qae cette 
forme soit quaclratique ou decomposable en facteurs liniaires, 
il existe un nombre fmi de substitutions semblables, telles 
qu’on peut exprimer 7 par les produits des puissances de ces 
substitutions , toutes les transformations de cette formeen elle~ 
mime. 

Je dis en premier lieuqu’il suffit d’etablirce theoreme pour une 
forme determinee 4 F, de l’ensemble (F). Supposons, en effet que F 
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se change en £ par la substitution 2, en d^signanl indefmiment 
par S les substitutions semblables de £ : toutes les substitutions de 
meme nature relativement a F seront donndes, comme on sait, par 
la fo ramie ESS”” 1 . Cela pose, admettons que S s’exprime par le 
produit de diverscs substitutions S', S", S'", ..de sorte qu'on ait 
par exemple 

S = S'S"S'". 

En posant 

T = SS2- 1 , TOSS'S- 1 , T' / =SS"2- 1 , T'" = 2 

on verificra de suite la relation 

T T' r £ n q w/ 

On voit par la comment a toute expression de la substitution S, 
par un produit d’autrcs substitutions, correspond une expression 
toute semblable pour la substitution T. 

Cela pose, soit <t> la forme quadratique qui correspond a £. Cette 
forme sera reduite pour certaines valours de ses arguments; mais, 
en les faisant varicr de nouveau, et consid&rant l’ensemble des 
substitutions qui sc prdsentent successivement pour la r< 5 duire, 
nous avons fail la remarque (§ V ct VI, 3 °) qu’il n’y avait aucune 
transformation de £ en elIc-meme qui nc soit comprise dans cet 
ensemble de substitutions. En partant de cclle proposition, qui esl 
fondamentale pour ce que nous allons avoir a dire, nous raison- 
nons comme il suit. 

Supposons form 6 lc tableau com plot des formes do (F), dispos6 
par groupcs dc formes contigucis, ainsi qu’on Fa expliqu6 plus 
haut. En vertu du second theoreme des § V et VI, ce tableau ren- 
fermcra, rdp6l<$es une infinite de fois chacune, un nombre essen- 
tiellemenl limits de formes diffbrentes. Ainsi il s’agit de saisir, en 
general, par quel cnchainemenl de substitutions on peut toujours 
Her deux transform^es identiques occupant dans le tableau deux 
places dislinctes. 

Pour y parvenir, nous concevrons qu’on groupe les formes du 
tableau de la maniere suivante : 

Partant d’abord de £, nous la joindrons k toutes ses contigues,. 
pour en faire un premier groupe (A). Ensuite nous regarderons la 
totality des formes contigues k (A) comme formant, d’une part ? 
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(A) lui-meme, et de l’autre un second groupe (B). Nous continue- 
rons de meme en regardant les formes contigues a (A) et (B) 
comme formant, d’une part, (A) et (B) et, de Fautre, un troisieme 
groupe (C). Enfin, ajant en general obtenu les groupes (A), (B), 
(C), ...,(K),lesuivant(L)sera defini comme rdunissantles formes 
qui, sans appartenir aux groupes precedents, leurs sont contigues. 

Cela pose, j’observe que si deux formes egales a £ se prdsentent 
a deux places differentes dans le tableau general, etqu’on les prenne 
Tune et Fautre pour points de depart d’une disposition par groupes, 
on arrivera identiquement aux memes rdsultats. On serappelle, en 
effet, que toute forme quadratique <I> se ddduit directement de sa 
correspondante £, dans Fensemble (F); de sorte que deux trans¬ 
form ees egales dans (F) ramenent des formes quadratiques offrant 
les memes fonctions des arguments et, par suite, les memes ope¬ 
rations de reductions successives. 

Cela etant, considerons les groupes successifs dans lesquels on 
retrouve la forme £, qui a ete prise pour point de depart. Autant 
de fois cetle forme se trouvera reproduce dans un groupe, autant 
on aura de transformations en elle-meme. Nommons S, S', S", ... 
ces substitutions. De ce que nous avons dit prdcedemmcnl rd- 
sulte que ce sera toujours Pune de ces substitutions qu’il faudra 
employer pour passer de £ (quelle que soit sa place dans le tableau) 
a la meme forme placee dans le groupe le plus voisin. Done, de 
proche en proche, on voit que la substitution a faire pour passer 
generalement de £ a la meme forme, placee en tout autre point, 
resultera necessairement de la combinaison successive des substi¬ 
tutions fondamentales S, S', S", .... 


IX. 

II est possible de reduire de moitie le nombre de ces substitu¬ 
tions fondamentales,* car on demontre immddiatement, comme con¬ 
sequence de la maniere dontelles ont etd obtenues, qu’on y trouve 
simultanement S et S~S S' et S'-, .... Mais e’est seulement pour 
les formes decomposables en facteurs lineaires que j’ai pu obtenir 
1 expression du nombre des substitutions fondamentales, entiere- 
ment independantes. II est alors le meme que celui des arguments 
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essentiellement distincts dans la forme quadratique cp, c’est-a-dii'e, 
comme nous l’avons annonce au commencement de ce Memoire, 
la somme diminuee d’une unite du nombre des facteurs lineaires 
reels et du nombre des couples de facteurs imaginctires conju- 
gu^s. La demonstration de ce theoreme (*) sera pour nous l’objet 
d’un Memoire particular, dans lequel nous montrerons comment 
nos principes s’appliquenta l’etude des Equations algebriques dont 
les coefficients sont des nombres entiers. Nous lerminerons en re- 
marquant que la presence d’un nombre illimite d’entiers arbitrages 
dans les transformations semblables des formes ternaires rdsulte 
des considerations prdcedentes. Car en supposanl, pour fixer les 
iddes, deux substitutions fondamentales S et S', l’expression ge¬ 
nerate des transformations semblables serait de la forme 

’ S'" S' rl S /; S'?..., 

m, n , p : q etant des entiers positifs ou negatifs. Or aucune reduc¬ 
tion ne saurait avoir lieu entre les nombres m, n, ..a cause de 
l’impossibiliie de permuter deux substitutions distinctes, comme 
nous l’avons demontree (§ IX, i re partie). 

Paris, juin 1853- 


( ’) II ne semble pas que M. Hermite soil jamais revenu sur ce th6oreme, qui 
pr^sente une grancle analogie avec le ihdoremc de Diriclilel sur lc nombre des 
unitds complexes fondamentales dans un corps algdbrique. E. P. 
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Journal de Crelle, Tome 47. 


SECOND MfiMOIRE. 

On sait avec quelle facility on a pu ytendre aux nombres com¬ 
plexes de la forme a-\- b\J —i la plupart des notions arithmc- 
tiques fondamentales relatives aux nombres entiers rdels. Ainsi, 
des propositions yiementaires qui se rapportent a la divisibility, on 
est parvenu rapidement juscju’a ces propriytys plus profondes et 
plus cachees cjui reposent sur la consideration des formes quadra- 
ticjues, sans rien changer d’essentiel aux principes des mythodes 
propres aux nombres rdels. II estcependant certaines circonstances 
ou cette extension parait exiger des principes nouveaux, etoiiFon 
sc trouve ameny a suivre, dans plusieurs directions diffyrentes, 
Fanalogie entre les deux ordres de considdrations arithmetiques. 
Nous nous proposons d’en oITrir ici un exemplc, auquel nous avons 
etc conduit en dtudiant la representation d’un nombre par une 
somme de quatre carves . Yoici d’abord la mythode nouvelle que 
nous avons suivie dans cette question. 

I. 

Ddsignons par A un nombre entier impair ou impairement 
pair; nous commencerons par etablir la possibility de la con¬ 
gruence 

^ 4.1 = 0 * (mod A). 

A cet effet, soit d’abord 


(mod 4) 
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e representant + i ou — i. La progression arithmetique ajanl 
pour terrae general 

4 A Z -f- 2 £ A - I 

ne eontiendra quo des nombres — i (mod 4), puisque 

2 eA — i = 2 £ 2 — i == i (mod 4). 

J’observe ensuite quc le premier terme, 2 sA — i, et la raison 4A 
sont premiers entre eux, car on a identiquement 

4AA — (asA — i) (2e A -4- i) = i. 

Done, cFapres lc lh6or&me dymontre par M. Dirichlet, cette pro¬ 
gression eontiendra line infinite de nombres premiers qui seront 
== i (mod 4), et, par suite, d^composabies en deux carves. On 
pourra fa ire ainsi, pour une infinite de valeurs de s, 

4 A 5 -t- 2 eA —1 = x 2 -f-y 2 . 

d’oii l’on conclura 

#2 _j _yi l == 0 (mod A). 

Soit, en second lieu, 

A == 2 (mod 4)* 

Tout ce qui precede subsistera relativement a la nouvelle pro¬ 
gression ayanl pour lerme gdndral 

2 A43 A- I. 

Ainsi, la possibility de la congruence 

a? 2 + j 2 + ! = o (mod A) 

se trouve etablie, pour tout module impair ou double d’un nombre 
impair. 

II. 

Considyrons maintenant la forme quadratique definie a quatre 
indyterminyes 

f = (kx H- a z -h P u ) 2 -h (Ay + aw — (3,s) 2 -+- -s 2 H- w 2 , 
ou les nombres entiers a et p satisfont a la condition 


(mod. A). 
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L’invariant A de cette forme sera, en valeur absolue, A 4 ; 
s’obtiendra en multipliant l’invariant de 

X 2 Y 2 Z 2 -f~ U 2 , 

qui est 1 'unite, par le carre du determinant de la substituti 
neaire 

kx + -t- P W = X, 

ky -i -olu — $z = Y, 
z = Z, 
a = U; 

et Ton trouve bien facilement que ce determinant est A 2 , 
etant, cherchons, pour des valeurs entieres des indetermine 
minimum de cette forme. D’apres un theoreme que j’ai don 

general (voir Hies Lettres a M. Jacobi), il sera au-dessous 

J. 

limite y/A, et, par suite, d’apres la valeur de A, mo 

que 2 A. Mais il est aise de reconnaitre que les nombres repi 
tables par/sont necessairement = o (mod A); done ce min 
ne peut qu’etre A lui-m£me, qui se trouvera ainsi decompo 
une somme de quatre carres. 


III. 

On peut rapprocher la demonstration precedente des met 
relatives a la representation des nombres par les formes qi 
tiques binaires, en la presentant sous le point de vue sm 
La forme 

Ay = A .(# 2 4-jr 2 ) -+- 2a (zx-yyu) -4- 2P (xu — zy) -4- * O 2 

a ses coefficients entiers, et pour invariant Vunite. Elle est 
equivalente a 

X 2 -4- Y 2 -4- Z 2 -+- U 2 , 

reduite unique qu’on obtient pour les formes quaternaires de 
dont Tinvariant est un. Soit done 

X = mx -+- my -+• m! ! z -4- m m u : 

T = nx -f- n r y -4- n"z -4- n w u, 

Z = px -h p'y -4- p n z -4- p m u, 

U = qx 4 - q'y -4- q” z -4- q" il 
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une transformation de l’une de ces formes dans 1‘autre : on trou- 
vera, en comparant les coefficients de x 2 et j/ -2 , les representations 
suivantes du nombre A, par une somme de quatre carr^s : 


A = m 2 -4- n 2 4- p 2 4- g 2 , 
A = m' 2 -+• n r * 4- p ' 2 4- q ' 2 . 


Pour decomposer en deux carres un nombre A, relativement au- 
quel — i est r^sidu quadratique, il faudrait de meme considerer la 
forme 

a 2 -f- l 

A x 2 -+• ‘iv.xy 4-—■ y 2 , 


ou Fon suppose 


a 2 _j_ i s o 


(mod A), 


et la substitution qui la lie a sa r^duite X 2 -f- Y 2 . Mais les conside¬ 
rations suivantes rattacheront a un ordre d’iddes plus generates 
l’analogie que nous indiquons entre ces deux questions. 


IV. 


Repr^sentons par v el w les variables imaginaires 


* -+• y \/— h 


JZ -hU \J— I, 


et par r 0 et w 0 leurs conj uguees 

x—y /—i, z — u\J —i. 

Soit de meme 

V = X 4- Y v/— -T, w =Z + U/“ } 

Vo = X — Y \/~\, W 0 = Z — U 

on pourra distinguer dans F ensemble des substitutions r^elles 
entre les deux groupes de variables x, y, z, u d’une part, X, Y, 
Z, U de Fautre, celles qui sont exprimables ainsi : 

p = a V H- b W, w = c V -4- d W, 

p 0 = a 0 V 0 4- b 0 W 0 , tp 0 = c o V 0 4- <s?o"W 0 , 

ou a, Z>, c, d sont encore des quantity imaginaires quelconques, 
et a Q j bo : c 0 , d 0 leurs conj uguees respectives. On obtient de la 
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sorte line classe parfaitement definie de substitutions r^elles, par 
rapport auxquelles on peut se poser les questions fondamentales 
de la comparison des formes quaternaires : les deux problemes 
de Fequivalence algdbrique, de l^quivalence arithmitique et de la 
representation des nombres par ces formes. Pour l’objet que nous 
avons en vue en ce moment, nous nous bornerons aux formes qua- 
dratiques suivantes : 

/= A^ 0 + Bvwq -t- B 0 wv 0 h- G ww 0 , 

dans lesquelles les coefficients extremes A et C sont supposes 
reels, tandis que les coefficients moyens B, B 0 sont des quantity 
imaginaires conjugu6es. Consid6r6es par rapport aux variables 
primitives cc, y ) z, u , ces formes sont enti&rement r^elles, mais 
leur etude, au point de vue des substitutions que nous avons 
precddemment definies, repose essentiellement sur l’emploi des 
nombres complexes. On est alors conduit a leur attribuer un mode 
d’existence singiilierexnent analogue a celui des formes quadra- 
tiques binaires, bien qu’elles contiennent essentiellement quatre 
indeterminees. 

Les considerations suivantes, que nous pr^sentons comme une 
premiere esquisse d'une theorie vaste et feconde sur laquelle nous 
reviendrons a 1’avenir, offriront plusieurs exemples de cette dtroite 
analogic avec les formes binaires; mais on y verra en meme temps 
le germe de notions arithmdtiques toutes nouvelles, qui m^ritent 
peut-etre de fixer un instant l’attention des G^om&tres. 


V. 


Le fait algebrique, sur lequel repose en entier la thdorie des 
formes 


f — A.ppo B v u>q Bq uvq **+~ Quit o, 


consiste en ce que la substitution 

^ | p = aV -+- & U, v 0 = a 0 V 0 6 0 U 0 , 

( u= cV-ndU, u 0 ~ c 0 V 0 -4- doXJo 

conduit a une transformee semblable 

F = AW 0 ■+- VU 0 + U 0 UYo H- ttUU 0 , 
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dans laquelle les coefficients extremes 51 el € sont reels comme 4 
et C, les coefficients moyens # et i3 0 etant des quantites imagi- 
naires conjugates comme B et B 0 . On a, en efifet, 

% = A a a 0 h- B a c Q -+- B o a 0 c -t- Gc c 0 ~ /(a , c; a 0j c 0 ), 

<3 = A <2 -4-- B (Z <io -i- Bo c & o + G c = a -j_ e ~ > 

db dd 

|3 0 = A a-c b -h B 0 a 0 d -H B c 0 b -4- C c 0 = a 0 -+- c 0 —■ > 

ob o ado 

€ = A b bo -l- B b d 0 ~^~B 0 b 0 d H- Gd d 0 = f(b } d\ 6 0 , <af 0 ), 

et ce que nous disons rtsuite immediatement de ces formules. On 
en tire ensuile les constquences suivantes : 

i° On a le theoreme 


iUo — = (ad — be) ( a 0 do~~ b Q c Q ) (BB 0 —AC). 

Ainsi F expression BB 0 — AC jouera dans notre thtorie le roledVrc- 
variant . Nous la designerons par A. 

2 ° Nommant m et n deux constantes imaginaires quelconques, 
t? 2 q et n 0 leurs conjugates, el posant 


df df 

dv du 

nv — mu s= U, 


df 

0 dv o ' 


^4 = Vo ’ 

= u 0 , 


ce qui sera une substitution comprise dans la forme analytique ge- 
ntrale des substitutions (i) ? je dis qu’onaura 

/(p, u\ p 0} u 0 )f(m,n; m 0 , n 0 ) = VV 0 — AUU 0 . 

Effectivement, cette relation n’est autre que celle du thtoreme 
prtetdent, dans laquelle on a mis v et u au lieu de a et c 7 m et n 
au lieu de b et d. Nous allons voir qu’elle donne tout ce qui con- 
cerne Inequivalence algtbrique des formes /. 

Supposons d’abord A positif, et mettons V y/A au lieu de V, il 
faudra au lieu de V 0 prendre V 0 /A, et alors la forme /deviendra 

A(VV 0 — UUp) 
f(m,n ; m 0 , n 0 ) 

Mais, si A est negatif, en rempla^ant Y par Vy/A, ii faudra 
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mettre _ V oV /A pour la quantity conjuguee, et alors / deviendrn 

— A( Wo -H UUq) 

/(t?z, n; m 0i n 0 ) 

Enfin, par une nouvelle substitution qui consistera a multiplier "V" 
etUd’une part,V 0 etU 0 de l’autre, par un facteur et son conjugue* 
on obtiendra, au lieu des deux formes precedentes, celles~ci : 

± (Wo - UU 0 ), ± (Wo -h UU 0 ). 

Nous en conclurons ce th^oreme : 

Les formes f peuvent toujours par les substitutions ( 1 ) etr^re 
ramenees a Vun des trois types quadratiques quaternaires^ 
d } indice zero, d } indice deux 011 d } indice quatre. 

VI. 

Ce qui precede montre que les formes f sont definies on inde— 
finies, suivant que Aest negatif ou positif. Nous pourrions aussi 
en conclure que, relativement aux substitutions ( 1 ), elles ne saix— 
raient avoir d’autre invariant que la fonction A ou ses puissances . 
Mais, pour abreger, nous arrivons immediatement aux principes 
relatifs a la representation des nombres. 

Rappelons d’abord qu’en d^signant par m et n deux entiers 
complexes sans diviseurs communs, on peut toujours irouver deuxx: 
autres nombres complexes a et v, tels qu’on ait 

mv — n jjt = 1. 

Car, si l’on cherche par le proc^de de M. Diriclilet le plus grand 
commun diviseur entre m et /z, il est aise de voir qu’un reste do 
rang quelconque dans cette operation s’exprime toujours par une 
somme de multiples complexes des nombres m eU. Le dernier* 
de ces restes ajant, dans le cas present, Vunite pour norme, pourra 
done s’obtenir sous la m£me forme; d’ou se conclut de suite In 
possibility de la relation propos^e. Cela ytant, nous aurons les 
thyoremes qui suivent: 

i° Si un nombre M peut etre represente par la forme f 
maniere que les valeurs complexes des indeterminees v $t cr 7 
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c 0 et u 0 soient premieres enlre elles, Vinvariant A sera congru 
suivant le module M ala somme de deux carres. 

Supposant en effel 

M — f{m , n; m 0 ) n Q ), 


et determinant pi et v par la relation 

mv — n\x = i, 


-(■ 


l’equation deja consideree 

/(ot,/ i;/no, ti 0 )/( v; v 0 ) 

df df\ I df df\ K . 

donnera 

f) ( w ° + ^ J0 (modM >- 

Or le second membre, etant la norme de l’expression n ^ 3 

est une somme de deux carres. 

Nous voyons par la cju’a toute representation propre de M par 
la forme f est attache une solution de la congruence 


en prenant 


X~ -4-JK 2 ~= A 

- df df 

x -h r u — i = m —h n -z— 
J y d]x dv 


(mod M) 


D’ailleurs, quels que soient p, et v dans la relation mv — nu. = i, 
les diverses valeurs qui en r^sulteront pour x et y seront congrues 
suivant le module M. 


2 ° Si le nombre M pent Stre represents par f, en dormant 
aux indeterminees v et u les valeurs premieres entre elles m 
et n, et d leurs conjuguSes les valeurs m 0 , n 0 , et que le nombre 
complexe 

x ~\~y \J — i 


soit la valeur de Vexpression 


df df 

T)% -j- -b Tl "7~ ? 

d\x av 

les deux formes 

f et F = MVV 0 + (x+y\/~i) VU 0 + UV,+ - 


UUo 
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seront aritlimetiquemerit equivalentes par la substitution 

= TttV -t- p.U, Vq — m 0 Yo [AqUoj 

U " 71 V -r- V U , lift = 72q Vq -f- Vq Uq , 

oil les entiers complexes m, n , u, v verifieront la relation 

mv — n fji = i. 

3° On remarquera la complete identite des theoremes qni pre¬ 
cedent avec ceux des paragraphes 154, 155 et 168 de l’Ouvrage de 
M. Gauss. II en resulte qu’il n’est aucune representation propre 
de M par la forme / qui ne puisse s’obtenir en calculant toutes 
les expressions 

F = MW. + (* /=!) VU 0 + (x-y \/~i) V 0 U + UU„ 

compos^es avec le nombre M et les entiers complexes x -\-y ^— i, 
solutions de la congruence 

-T-y* == k (mod M), 

et cherchant ensuite les transformations de f en chacune de ces 
formes. Et toutes ces representations seront distinctes, si les for- 
mules de transformation sont comme ci-dessus : 

v = mV •+• K u > p 0 = rn Q V 0 (2 0 U 0 , 

It zzz TX V H— V U , Uq ~ TZq "V q —f- Vq Uq > 

les entiers m 1 n, jjl, v verifiant toujours la condition 

mv — n [j. = 1. 


VII. 

Apres avoir fonde sur des principes identiques k ceux de 
M. Gauss, pour les formes binaires, les elements de notre theorie, 
nous pourrons cependant voir se presenter deja deux notions 
arithmetiques nouvelles et qui Ini sont enticement propres. La 
premiere consiste dans les divers ordres d’equivalence auxquels 
conduisent les substitutions 

* =■ mV h- pU, p 0 = m 0 Y 0 -+- p 0 U 0 , 

«= vU, lift — J Iq Vq *+- Vq Uq, 



mv — n jjl = -i- i, 
ni v — n jjl = — i, 
niv — n l jl = -+- \/ — 1, 

771V - 71 (JL = - \f - 1 . 

Nous rdservons pour un autre M<hnoire l’^tude approfondie des 
Irois ordres d’equivalence impropre . La secondc, que nous you- 
Ions ctudicr des a present, consiste dans ]a forme nouvelle que 
vient prendre ici le caractere quadratique d’un nombre par rap¬ 
port a un autre; car, au lieu de la congruence 

x 2 =3 A (mod M) 

de la theorie des formes binaires, nous avons la suivante : 

ir 2 -l-jK 2 = A (mod M). 

Pour plus de generality, nous considdrerons liquation 

x 2 -h Ay 2 £== A (mod M), 

qui se presentcrait dans la thdorie des formes analogues a/, mais 
oil l’on introduirait des nombres complexes x-\-y\J —A au lieu 
des nombres x-\-ysj —i. La possibility de la resolution, et, ce 
qui est plus difficile, la recherche du nombre total des solutions, 
reposent sur les lemmes suivants : 

i° Une congruence a un nombre quelconque d’inconnues, 
et dont le module est un nombre compost, pent toujours eire 
ramenee au cas oit le module est premier, ou une puissance 
d’un nombre premier . 

Soit, pour fixer les id^es, ©(#, y) une fonction entire et a 
coefficients entiers de deux inconnues x et y 7 et considerons le 
cas de la congruence 

y(x ) y)=p^o (mod M). 

Si Ton nomme ses diverses solutions 

x = x u y=yi, 
x = x^ r=rs, 




y = y^ 
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tous les systemes de nombres entiers qui rende 
visible par M seront renfermes dans les formul 

= ^ + MX, y =jKi + M' 

x = a? 2 4 - MX, y ~yi 4- M" 

..j . 

x — x^-\~ MX, y=y^W 

On aura pareillement tous les systemes qui rer 
divisible par un autre entier M ; , au moyen des i 
gruence 

<?(x,y) = o 

que nous representerons par 


V 

II 

II 

V C-l 

1! 

y = ri, 

II 

& 

y=L 

N 

II 

K 


Cela pose, s’il est possible de rendre la foncl 
fois par M et M 7 , il faudra que l’un des systeme 

oo = Xk -+- MX, y = y k 4 - MY 

coincide avec l’un des systemes semblables dedu 
par exemple 

^ = x'k' H- M'X', y = / k > 4- M' 

D’ailleurs, si Ton peut obtenir simultanement 

x k 4 - MX = x’v 4- M'X', y k 4- MY = y 

pour des valeurs endures de X, X ; , Y, Y', ( 
tion o divisible a la fois par M et M', et, cor 
sont premiers entre eux, par leur produit. Or 
dans ce cas, on pourra determiner deux nomb] 
de maniere a avoir 

MM 0 — M'M'q = i, 

et, si Ton fait 



X = (o'#-**) M 0 4- &M', Y = (y'jy-y 
X'= (4— *k) MJ 4- $M, Y' = (y' k r-y 
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on trouvera, quels que soientles entiers arbilraires \ etr u 

xj c -+* MX = x'// -f- M'X' et yj c MY = y' k , jy/Y' 

Ce qui pr<§c6de subsislant 6-videmment, quel que soit le nombre 
des inconnues de la congruence, montre, comme nous l’avons 
annonce, qu’il suffit de savoir la resoudre lorsque le module est 
premier, ou ime puissance d’un nombre premier. 

2 ° Si l'on designe par p et p' les nombres de solutions de la 
congruence 

?(*,y) = o 

pour les modules M et M/, qu’on suppose essentiellement pre¬ 
miers entre eux, sera le nombre des solutions de la con¬ 

gruence 

©(>, y)== O (mod MM'). 

II resulle en effet des yaleurs qu’on vient d’obtenir pour X, X', 
Y, Y' les relations 

^ /c + MX = 4, + M'X' = 4MM 0 - 

y, c + m=y’ k .+ M>Y’^/ k .MM a -y k WW' > j (m ° m X 

de sorte qu’en combinant les p formules (A) avec les p' for- 
mules (A'), on aura les pp' systemes de nombres 

^ = a4'MM 0 — jr = ja-M'M'o, 

qui offriront des solutions de la congruence proposee suivanl le 
module MM'. Or je dis qu’on n’aura jamais a la fois 

— ^M'Mq s= atyMMo ociM M 0 1 (mod MM f )* 
y'u MM 0 — s^MM 0 -^M'M' 0 ( 1 

car, suivant le module M d’abord, en observant que M'Mq = — i, 
on en conclurait 

Xk =5 00 U 

yk^yu 

et ensuite, suivant le module M7, les memes relations donneraicnt 

00 k' = 00 
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On voit qu’on n’aurait pas opdre, comme il faut le supposer, sur 
deux systemes (#*, y h \ (%\ n y k ), et (#,*, yt), (x v ,y\,) dislincts 
run de F autre. 


3° En supposctnt la congruence o(x, y)~ o soluble pour 
un module premier, p , elle le sera e gale merit pour le mo¬ 
dule p n , si la fone don cp est telle qxC on ne puisse avoir d la 
fois 


cp ~ 0, 


do 

dx 


dy 


(mod p). 


Dans ce cas , en designant par tv le nombre des solutions pour 
le module p , le nombre des solutions pour le module p n sera 


Representons indefiniment par x = £, y ~ tj 
congruence 




les solutions de la 
(mod p n ), 


tons les systdmes de nombres entiers, rendant la fonclion cp divi¬ 
sible par p n , seront compris dans les formules 

x = p 7 l X, y = y\-\-p n Y. 

Cela etant, je dis que sous les conditions dnoncees il est possible 
de resoudre la memo congruence suivant le module p n+i . Effecti- 
vement, on pourra determiner pour X et Y des valeurs telles que 

?($ H 7 ] - hp * Y) 

soil divisible par p n +'; car, en developpant, on voit qu’il suffira 
de rendre divisible par p Tensemble des termes 


-Ltp + xf^ +Y -'P- 

p'^ ^ d% + drt ’ 


et cela sera toujours possible, si l’on n’a jamais simultanement 

_ „ 


car l’equation indeterminee 


dr. 


(mod p)\ 


-L 9+X ^2 +Y^!-nZ 

+ x dr ] ~ pL 
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sera alors resoluble en nombres entiers. Soil X = X 0 , Y = Y 0 , 
un syst&me quelconque de valeurs pour les inconnues X et Y, il 
est aisd de voir que toutes les solutions possibles seront donnees 
par les formules 

X _ X „ h -<-5 j 

(mod/?), 




et que les valeurs de Findeterminec t , non congrucs suivant lc 
module p , donneront autant de solutions distinctes. De la resulte 
cette expression des solutions de la congruence 






(mod p n + l )\ 
( mod p n ^ x ), 


et comme on peut donner a t les valeurs o, 1 , 2 , — 1 , on 

voit qu’en designant par Tz^ n) le nombre des solutions pour lc mo¬ 
dule p n , le nombre des solutions pour le module p n+i sera 
7 ^+^ = p ; d’ou Ton conclut, comme nous Favons annoncd. 


7cV«) = P'I—Itz. 


YIII. 

Les theoremes precedents conduisent a une expression gdnerale 
du nombre des solutions de la congruence f (x, y) eeee o suivant 
un module compose quelconque, lorsqu’on connait les nombres 
de solutions pour des modules premiers . Soit, cn effet, 

M = p n p*' . 

Fexpression du module decompose cn ses facteurs premiers, et 7 c, 
tc ij ..., les nombres de solutions.de la congruence proposee 
suivant les modules p, p i: . .., p^, on trouvera pour le nombre [x 
des solutions suivant le module M la valeur suivante : 


JJ. = P n ~ l TC X p n p~ l TTi ... x 1TT^. 



On aura 


fi = M 


TZTCi . . . TC^ 

PPl • • * P& 


Pour des congruences k un nombre k d’inconnues, on aurait 
formule analogue 


p = 


TCTTj . . . TC^ _ 

(PPl 



Nous allons en faire l’application a la congruence particuliere 
que nous avions principalement en vue, savoir 


x 2 Ay 2 == A (mod M). 

Alors la determination des nombres t:, . . . exige qu’on dis¬ 

tingue deux cas, suivant que — A est non residu ou residu de p - 
Nous allons les traiter successivement. 


i° —A non residu de p. — Dans ce cas, A lui-m6me peut etre 
residu ou non residu de/>, de sorte qu’on peut supposer 

A == a 2 ou A ==— A a 2 (mod p)\ 

d’oii ces deux formes de congruences 

x 2 -h Ajk 2 ^ cl 2 et x 2 -h Ay 2 — A. a 2 (mod ^). 

Or, en faisant dans la premiere, 

x y~=ct7) (mod/?), 

et, dans la seconde, 

x~A a7], y==a\ (mod p). 

elles deviendront respectivement 

-f-Av] 2 — i et £ 2 -h Atq 2 ==— r. 

Cela pos6, — A etant non residu de />, on aura 

(5 + *] /— A) p === £ — 7j /— A (mod/?), 

d’ou 

^4.AV 3 ^ + rn/ri)'’ +1 . 


Toutes les solutions des congruences proposees seront done 
donnees par les p + i nombres complexes ? H-vj \J — A, qui satis— 
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font a l’une ou a l’autre des congruences binomes 


?49 


zp- 1-1 ssi et zp+i =: — i (mod/?). 

Dans les deux cas le nombre tz des solutions dc la proposee, 
suivant le module premier p, suivant lequel — A est non residu, 
sera done 

IT =_/>-+- I. 


2 ° — A residu dep. — Nous pouvons ici donnerune methode 
plus g£n£rale, n’exigeant pas comme tout a l’heure que le module 
soit un nombre premier. Supposanl, en effet, —A residu d 5 un 
nombre entier quelconqueM, onpourra Irouverune representation 
propre dece nombre, ou d’un de ses multiples, par la forme prin- 
cipale, x- 4 - Ay 2 . Soient KM ce multiple, N une valeur de l’ex- 
pression 

(mod KM) 
et 


M' = 


N* + A. 
KM ; 


les deux formes 


^h-A 7 2 et KMX 2 -h aNXY M'Y 2 


seront dquivalentes. Or, soit 


x = aX 4- p Y, 
y = y X +• 8 Y 


une transformation de Tune dans l’alitre. En effectual!t cette sub¬ 
stitution dans la congruence proposee, elle deviendra 

2 NXY + M'Y 2 » A (mod M). 


Cela £tant, on voitqu’on peut attribuer a Y une valeur entiere 
quelconque, mais sans divisenr commun avec le module M, et 
qu’on trouvera une valeur enti&re correspondante pour X, par la 
congruence du premier degrd 

2 NXY === A M'Y 2 (modM). 

Cette congruence sera effectivement soluble, si 2 N est aussi pre¬ 
mier avec M; ce qui revient k supposer le module impair et le 
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nombre A sans facteurs communs avec ce module, comme on le 
voit par la condition 

N 2 4- A == o (modM). 

La congruence proposee admettra done autant de solutions qu’il 
y a de nombres moindres que M, et premiers avec M, car on ne 
pourra jamais avoir 

qu’en supposant a la fois 

X ~ X', 

Y == Y', 


zX-f-^Y-aX'-h^Y' 
/X+oYsyX'+ oY' 


(mod M ) 


e’est-a-dire qu’aux solutions distinctes de la transform^ en Xet Y 
correspondent necessairement des solutions distinctes de la con¬ 
gruence proposee. 

Ce qui precede conduit a la valeur suivante du nombre p. des 
solutions pour un module M, par rapport auquel —A est residu . 
Supposant 

M =p n p n ^...p^ 7 

on aura 

p= J p n ~ 1 (/> —0 XjPZt-'Cpv—i)- 

En combinant ensuite ce resultat avec celui qui a ete obtenu 
precedemment pour les modules l’elativement auxquels —A est 
non residu, on arrive a 1’expression generale du nombre des solu¬ 
tions que nous voulions obtenir. Si Pon suppose loujours 

M =p n p1'p»*...p n t ». 


on trouvera sans peine pour cette expression g^n^rale Ja forme 
suivante : 


dans laquelle esL + 1 ou — i, suivant que — A est residu 

ou non residu du nombre premier p. 
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IX. 

Les principes relatifs a la representation des nombres par les 
formes quaternaircs, que nous etudions dans ce Memoire, nous 
conduisent a la question de Tequivalence arithmetique de ces 
formes. Dans cettc nouvelle recherche, nous pourrons suivre 
encore longtemps Fanalogie qui nous a deja servi de guide, et Ton 
va voir s’etablir par la de nouveaux rapports entre la theorie des 
nombres reels et celle des nombres complexes. 

Nous obtiendrons, en effet, pour la reduction des formes /, 
lorsqiFelles sont defmies, des resultats entierement semblables a 
ceux qui concernent les formes binaires de determinant negatif. 
Puis, en faisant de ces resultats les elements de principes nou¬ 
veaux pour retude des fonctions homogenes a deux indeterminees 
et a coefficients complexes, nous donnerons un nouvel exemple de 
l’identite des methodes relatives aux nombres reds et aux nombres 
complexes. Dans ce champ si vaste de recherches, nous nous pro- 
poserons surtout dc revenir sur Fetude des formes du second 
degrd, qui ont etd deja Fobjet d’un Memoire important de 
M. Dirichlet. Lc travail du savant geometre laissant de cote la 
question difficile de la distribution en periodes de ces formes de 
meme determinant, j’essaierai dans un Memoire special de combler 
cette lacune. On aura d’aillcurs, par ce que nous dirons plus bas 
des fractions continues complexes, une idee des fractions que nous 
emploierons. 

i° A toute forme dc{/inie d coefficients queIconques 
f = A pf 0 H- B vuq h- B 0 u G uiio 

correspond toujours une transformee arithmetiquement equi- 
valente 

F = SI Wo H- I3VU 0 H-I9 oVoU -4- CUU 0 , 
telle que % soit non plus grand que <£, et qu’en faisant 
% = 7 ?i -j- a \J —i, |3 0 = m — n sj— i, 

on ait, abstraction faite des signes, 



OEUVRES DE CHARLES HERMITE. 


l52 

Concevons qu’on efFectue dans / Loutes les substitutions 

p = aY -f 5U, fo — U 0 , 

u = c V -+- d U, “ c o Vo -H d 0 Uo> 

ou a, 6, c, o? designent ind^finiment des entiers complexes mI 
determinant ctd — be == i, et a 0 , & 0 , c 0 , leurs conjugues 3^ s ~* 
pectifs. Cela etant, formons un premier groupe dans 1’enseiO-<* 
des transformees ainsi obtenues, de celles ou le coefficient de ^ <> 
est le plus petit possible; puis, dans ce groupe, considerons too 
celles ou le coefficient de UU 0 est lui-meme un minimum. Je <i* s 
que la forme unique, ou les diverses formes auxcjuelles on pai'- 
viendra de la sorte, verifieront les conditions ^noncees. 

Supposons, en effet, que Pune d’elles soit 

F =5LVV 0 -h JVUo+#oUV 0 -h€:UUo 

et qu’on ait 

53 = -H ti / — i, 23 0 = m — nsj — j. 

Designons par p. et v deux quantites dont la valeur absolue soil 
l’unite, et qui aient respectivement le meme signe que m et rt ; s* 
Ton fait dans F la substitution au determinant un 

y = V'-^U', V 0 = V / o- J xU' 0 , 

u = u\ u 0 =u;, 

on trouvera une transform^ 

F'= %'y v' 0 -f- »'vu; + Vo V' 0 u'h- r u'u;, 

dans laquelle 

51' = J3L, r = 5t — aum + i 

Or il suit, de la maniere meme dont F a d^finie et obtenuxe ? 
qu’on aura n^cessairement 

et cette derni&re inegalite revient a 

2 a m^3i. 

Considerons en second lieu la substitution 

V-Y' + v /=7 US Vo = V'o - V /= 7 Ui, 

U = U' ; U 0 = U' 0 , 
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qui est encore au determinant un , on arrivera tout a fait de memo 
a la condition 

Ainsi notre Lheoreme est demontre. 

Nous donnerons le nom de reduites aux formes F, qui verifient 
les conditions precedentes, et nous reservons pour la suite de ces 
recherches la discussion complete des divers cas dans lesquels 
deux formes reduites sont ^quivalentes sans etre identiques, cette 
discussion etant intimement liee a celle des divers ordres d’equiva- 
lence impropre dontnous avons parl£ plus haut. 

2 ° Les conditions qui viennent d’etre etablies conduisent im- 
mediatement a la suivanle : 

m* < i 

et a fortiori 
On en conclut 

%€< 2(5t€-0l5 o ), 

ou encore 

%€ < 2(AC — BB 0 ), 

puisque F ct f ont meme invariant . Cette notion d’invariant, si 
facile a obtenir, est au reste la seule quc supposent les th^oremes 
que nous venons d’6tablir, et qui donnent lieu a une longue suite 
de consequences, comme nous pensons l’avoir deja montre a 
propos des formes binaires dans notre M6moire sur l’introduction 
des variables continues dans la th^orie des nombres. Suivant ici 
une marche analogue, nous allons traiter en premier lieu les ques- 
tions relatives a l’approximation des quantites imaginaires quel- 
conques, par des fractions rationnelles complexes. 

Considerons, pour cela, la forme suivante : 

j z=z (p — au)(v 0 — a 0 u 0 ) h-, 

dans laquelle a est une quantite imaginaire, a 0 sa conjuguee, et o 
une quantity r^elle quelconque. Soit 

F = 3lWo-l-S»VUo-H»oVoU -h CUU 0 

p — mV -+• jjlU, p 0 = ^oV 0 -f- h-oUq, 
u= nV-r-vU, Uq = n 0 Vo-f-^obJo 


sa reduite, et 
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la substitution propre al’oblenir. La condition 3UE < _ 2 A donne 
pour le coefficient minimum 31 lalimite \/— 2 A. On a, d’ailleurs, 

A = — 3l=(m —<m)(;n 0 —«„/*„).f- 

ainsi, pour une valeur quelconque donnee a S, on peut toujours 
determiner deux entiers complexes, in et n, lels qu’on ait 

(m — an){m 0 — a 0 n 0 ) + ^ 

On lire de la les consequences suivanles. 

Premierement, les expressions 

(/n chi')( niQ — ciqHq) et ^ , 

o 2 


elant essentiellement positives, on a a fortiori 

(4) (m aji)(m 0 a 0 n Q )<^^~~j -g— < ~ ou 7 in 0 < o /•!. 

Secondement, le produit des m^raes expressions diant moindre 
que le carre deleur demi-somme, on aura encore a fortiori 


ou bien 

et 

(B) 


(>n — an)(m 0 — a 0 n 0 ) x ^ < JL, 

0 2 2 0 * 


(™—■ cm)(m 0 — a 0 n 0 ) < 




n J \n 0 


a o ) < 


Or la premiere relation (A) montre qu’dtant donnde une quan¬ 
tum nnaginaire quelconque a, on peut toujours en approcher par 

une fraction rationnelle complexe de telle manure que la norme 

de m an soil moindre que toute quantity donnde. 

La seconde relation (A) donne l’ordre de grandeur du ddnomi- 
nateur de la fraction lorsqu’on fixe au-dessous de quelle limile 
doit se trouver la norme de m — an. 

La relation (B) donne d’une manure precise la limite de l’er- 
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reur — — a, a quelque valeur de S que corresponde l’approxima- 
tion oblenue. 

D’un aulre cole, si nous observons que, quel que soit 8, les en- 
tiers complexes m el n donnent le minimum de f : nous serons 
amenes a cetle nouvelle consequence : 

II n’existe aucun systemede deux ctutves nombrescomplexes, 
m! et n !, tels que, la nor me de n r etant moindre que la nor me 
de n , la norme de m '— an 1 soit aussi moindre que celle de 
m — an . 

Ainsi F expression (m — an) (m Q — a 0 n 0 ) reprtSsente un mini¬ 
mum de Fexpression (p— au) (v 0 — a 0 u 0 ) relativement a loute 
valeur complcxe emigre n donl la norme ne d^passe pas unc limite 
donnee. On peut encore dire que ^ approche plus de a que loute 
fraclion dont le d^nominaleur aurail une norme moindre; car, l’hy- 
po these 

n'n\ < nn 0 , 

entramani 

( m! — an' ){m\ — a Q n r 0 ) > (m — an) (m 0 — an 0 ), 


on en d^duit, en divisant membre a membre les in^galiles qui 
sont de sens conlraire, 


norme 



> norme 



Nous pouvons enfin dtablir d’unc mani&re complete el rigou- 
reuse un ihdor&me sur les fractions que j’ai deja donne dans 
mes Letlres a M. Jacobi sur la ihdorie des nombi'es. 

Consid&rons deux minima consdcutifs de la forme /, auxquels 
correspondent les deux syslemes d’enliers complexes 

p = m, u — n\ v — m', u = n' ; 


on pourra concevoir deux valeurs infiniment voisines de S, aux- 
quelles apparliennent successivement les deux syslemes, de telle 
sorle qu’en d^signant par e une quantity inliniment pelile, on ail 


(m — an) (m 0 — a 0 n Q ) -b 


nn Q vA 

8« < a ' 

n'n'o < jA_. 

( 6 —b £ 0 -+- £ 


( m! — an') (— a 0 nj,) -h 
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Mettons cette seconde inegalite sous la forme 


( man') (m' 0 — a 0 n' 0 ) -t- 


n! n' 0 


< 


£ 




'0 elant encore infiniment petit, etmultiplions-la membre a membre 
avec la premiere. En faisant dans l’equation idenlique suivante : 

(MM 0 H- NN 0 ) (M f M' 0 H- N'N' 0 ) 

= (MM'o + NNJJCMoM'h-NoN'JH-CM'N-MN^CM'oNo-MoN'o) 


(qu’on trouve en cherchantle produit des determinants 


N M 
N' M' 


et 


N 0 M 0 

N' 0 M' 0 


qui figure dans le second membre) : 


M r = m!- 


— an, 

O 

il 

1 

O 

5 

- an!, 

MJ = 

m' 0 — 

n 

N 0 = 

n 0 

= 8’ 

= 8 ’ 

n! 

25 

O " 

1! 

/i'o 

— ? 

0 

" 8 ’ 


CCq 71 o, 

a 0 ri Q ; 


le produit des premiers membres prendra la forme 

norme j ~(m — an)(m r 0 — a 0 n' 0 ) ~~ J -+- ~ norme (mn' — m!n')^ 

le produit des seconds membres etant 

2 _ 7]_\A 

0 2 ‘ 0 


Or, en negligeant yj vis-a-vis des quantity finies, on en conclura, 
apres avoir multiple par o 2 , 

norme ( mn '— m!n) < 2 , 

et, puisque m, a, m r , n f sont des entiers complexes (*), 
norme (mn ’— m’n) = 1 . 


( ! ) On peut se demander pourquoi M. Hermite ne considere pas comme pos¬ 
sible l’egalite norme (mn'— m’n) = 2 . En r£alite, cette 6galit£ pourrait avoir 
lieu, mais alors il serait possible d’introduire une approximation intermediate 
satisfaisant a la condition chercb6e. E. P. 
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Cetle relation entre les fractions qui correspondent a deux ap¬ 
proximations consecutives rattache completement la theorie pre¬ 
sente a la thdorie elementaire des fractions continues. Les principes 
sur lesquels nous nous sommes fondes ont donne bienrapidement, 
comme on voit, L extension de cette theorie aux nombres com¬ 
plexes. La marche plus naturelle qui consisterait a prendre le 
point de ddpart dans le procddd donne par M. Dirichlet pour ob- 
tenir le plus grand commun diviseur entre deux quantites com¬ 
plexes serait au contraire sujette a de nombreuses difficultes. II 
nous semble particulidrement impossible d’etablir simplement, en 
se plagant a ce point de vue, les proprietds de minimum des ex¬ 
pressions m — an , ^ — a : propridtds caractdristiques du mode 
d’appi'oximation des quantites rdelles par les fractions continues, 
et que donne tout d’abord notre mdthode. Quant au thdoreme 
exprime par la relation 

— — a 0 n 0 ) < —-—, 

M. Dirichlet l’a donne avec une limite numdrique moins prdcise 
dans son admirable Mdmoire sur la theorie des formes quadra- 
tiques a coefficients et indeterminees complexes. Le procddd, si 
ingenieux et si simple, employe dans cette occasion parl’illustre 
analysle, tout en conduisant par la voic la plus rapide a un rdsultat 
important, nc me semble pas pouvoir donner les rapports qui 
existent entre deux approximations consdcutives, et qu’il faut ce¬ 
pe ndant obtenir pour mettre dans toute son evidence l’analogie 
entre les nombres rdels et les nombres complexes. 

3° Les formes f\ a coefficients entiers et de m&me invariant, 
peuvenl Stre distributes en un nombre fini de classes . 

Les limitations donnees prdcddemment pour les coefficients des 
formes reduites font voir, en eflet, que le nombre de ces rdduites 
est essentiellement fini pour un invariant donnd. On les trouvera 
toutes d’ailleurs par la mdthode suivante : 

Soit A l’invariant proposd, et considdrons, pour fixer les iddes,^ 
seulement les formes positives . On p rendra pour % tous les nombres 
entiers rdels qui ne surpassent pas \J — 2 A, et k chaque valeur de % 
on fera correspondre une valeur de 15, reprdsentde par le nombre 


H. - I. 


17 
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complete x-\-y 4~ i; x, y constituant une solution 
gruence 

a;2 +jr -2 = A ( 

et tel gu’on ait en valeur absolue 

Quant a €, on le determines par la relation 

B$*o — 31 € = A, 

qui fournira toujours une valeur entire. Mais s’il arrive 
tienne par la quelques formes dans lesquelles € soit < - 
ront a rejeter, et les autres seront ^videmment des forme 
Considerons par exemple le cas de A = — i, on aura 1 
leur3t = i, d’ou # = o et, par suite, C=i; ainsi, 
formes / d’invariant — i sont rdductibles par le genre 
substitutions que nous considerons ici a la seule forme 

YVo-f-UUo. 

Ce r^sultat va nous conduire tres simplement au tb 
Jacobi sur le nombre des representations d’un nombre 
pair quelconque par une somme de quatre carr^s. 

XII. 

i° Dans la theorie des formes f un nombre im / 
conque M est representable par la forme vv 0 + uu 0 . 

Nous avons etabli en effet que la congruence 

(l 

est toujours resoluble pour tout module impair. Or 
formes 

F = MW, + {x -+- jk </~i) VU 0 -+-(r -y /=7) Y 0 U -h 

ajant pour invariant — i, seront ^quivalentes a la v6du 
r^ 0 H- ww 0 , que nous avons trouv^e dans ce cas. Cela 6l 

v = aV6U, = «oV 0 -f <5jU 0 , 

u = cV + d\J, u o = c 0 V 0 -f- do Uo 
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une quelconque des substitutions au determinant ad—be = 
qui donnent 

-i- UU 0 = MVV 0 -h (,v -hy sj~i) VUo+^-jV-OVoU-h * UU 0 , 

on trouvera 


M = act o -h ccq ; 


ce qui constitue une representation de M par la forme pp 0 4 - uuq, 
qui est une somme de quatre carres quand on la considere par rap¬ 
port aux variables r^elles. 

Mais, comme consequence de la theorie des formes cette re¬ 
presentation possede ce caractere tout particulier que les deux 
entiers complexes a etc sont premiers entre eux. Nous sommes 
amenes par la a cette conclusion (') : 

Tout nombre impair est decomposable en quatre carres et, 
par mi ces decompositions, il en existe toujours de telles que 
la somme de deux carres soit sans diviseurs communs avec la 
somme de deux autres. 

2 0 Nous allons actuellement nous servir des propositions etablies 
dans ce Memoire, pour obtenir F expression generale du nombre 
de toutes les representations de cette espece. 

Representons cette expression par cp('M). Des Lheoremes eta- 
blis (§ VI) resulte qu’en designant par pi le nombre des solutions 
de la congruence 

— 1 (mod M), 


et par 5 le nombre des transformations en elle-meme de la forme 
vv 0 -f- uuq, on aura 

cp(M) = 

Or nous etablirons dans la suite de ces recherches que 8 = 8 , de 
sorte que si l’on fait 

M =P n Pi'---PS>», 

on trouv era 


Ainsi. dans le cas oil M ne renferme qu’a la premiere puissance des 


(') En rdalit^M. Hermite, n’^tablit pas la proposition enoncee, car a etc £tant 
premiers entre eux, il n’en est pas n£cessairement de m£me pour aa 0 et cc 0 . Le 
th^oreme est cependant probablement exact. E. P. 




et la fonnule devenant 


cp(M) =8 (p + I).. I), 

on voit apparaitre la fonction remarquable qui donne la somme de 
tous les diviseurs de M. Mais alors on reconnait de suite qu’il ne 
peut j avoir d’autres decompositions de M en quatre carres, que 
celles qui r6sultent des representations propres de M dans la theorie 
des formes / par H- uu 0 . Done, en designant par <E>(M) Fex- 
pression gen^rale de toutes les representations de M par une somme 
de quatre carres, on aura dans ce cas : 

<f>(M) = cp(M) = 8(p -i- i) (p L h- i)... (pa -h i), 

comme Jacobi Fa trouve par la theorie des fonctions elliptiques. 

Pour arriver en general a la detennination de <£(M), il nous 
faut recourir aux representations impropi'es de M, par la forme 
pp 0 + Ces representations ont lieu en faisant 

v — v Q =k 0 g o, 

u = kh , m 0 = A' 0 /ioj 

k etant le plus grand commun diviseur des nombres complexes u 
et p. De la resulte 

M = /i/i o (ggohh 0 ); 

par consequent, M est divisible par kk 0 , et la substitution 

* = g, = go, 

u = h, m 0 = A 0 , 

fournit une representation propre du nombre -pjr par la forme 
ppo + uUq. Ajant ainsi trouve les valeurs 

v = g> = go, 

U==Jl, M 0 = /i 0 , 


on en deduira celles ou k est le plus grand commun diviseur de v 
et u , en prenant 


o = kg, 
u = kh. 


P () = fcogo, 
Uq = /Cq Aq. 
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De la nous pouvons facilement conclure toutes les decompositions 
possibles d’un nombre en quatre carres. 

Soit, en effet, 

M = m 2 +m ' 2 + m" 2 -i- m'" 2 . 


Si, par exemple, les deux sommes m 2 + m /2 et m" 2 H- m ^ 2 ont un 
diviseur commun, on sait par la th^orie des formes binaires qu’il 
sera ndcessairementune somme de deux carr 6 s; done, le plus grand 
commun diviseur m sera lui-meme de la forme m = a 2 - 4 - (3 2 , et la 
decomposition consideree resultera d’une representation propre 

de > par la forme vv 0 -f- uu Q . 


4 ° Ces considerations bien simples nous conduisent a exprimer 
la fonction <E>(M) qui designe le nombre de toutes les representa¬ 
tions de M par une somme de quatre carres au mojen cle la fonc¬ 
tion cp(M). Soient, en effet, /n,, m 2 , ..., mi les differents diviseurs 
de M qui sont decomposables en deux carres; pi.,, ul 2 , ..., p, les 
nombres de representations de chacun de ces diviseurs par une 
pareille somme; on aura 


= ^1 <p 


mi 


-h [a 2 cp 




Cette relation va nous donner le thdoreme de Jacobi, que nous 
allons etablir dans le cas ou les nombres premiers qui divisent M 
n’y entrent qu’a la premiere puissance. 

Decomposons a cet effet M en deux facteurs, P et Q, le premier 
form^ du produit pp { ... p^ des nombres premiers 

== -+-1 • (mod 4) 

le second du produit qq K ... q& des nombres premiers 

ss — i (mod 4)- 

Les diviseurs ddcomposables en deux carres, et d^sign^s dans la 
relation pr^c^dente par la lettre m, seront, comme on sait, les di¬ 
vers termes du d^veloppement 


(lH-/))(l-H/>i).. .(l -+- Poi)- 

Or il rdsulte de la tb^orie des formes binaires que, pour un divi- 
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seur m, compost de X facteurs premiers, le nombre pi correspon- 
dant sera 

L’expression de cp(M) peut done sMcrire ainsi 



Cela pose, d’apres ce que nous avons obtenu pr^cedemment en 
general, 

cp(M) = 8 (/> i)(Pi 0 * • - (Pa — *)(# *+* 0 (#1 0 - • -(^cj -hi); 

d’ou l’on conclut les relations 



/JM = ?(M) 

\ppj (/> — 0(^ — 0’ 

' M \ = _ tp(M) _ 

>PPlP*J “ (>” 0(/>l-0(^2 — I)’ 


de sorte que 1’expression de ®(M) prend cette nouvelle forme 

t<M ) “ • (M > ['-*■ *2?^-*’2(7=7r(?^Ti 


les signes d^signanl successivementla somme des quantitds — 
la somme de leurs produits deux a deux, trois & trois, etc. Or il est 
evident qu’on a ainsi le d^veloppement du produit 


i -+- 


qu on peut ramener a 


Pr 


p to — 1 


P •+• T p !-+-» _ . _ Put -4- I 
p — lpi—l" P(£ I 
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Nous obtenons done, ea supprimant le facteur commim 
(P— !)(/>'— — 

*(M) = S(p H- i) fl) . . . (pu> -f- l) (^ H~ l) (?i -H i).. .(q m H- l) ; 

ce qui est pr6cis6ment le th6oreme de Jacobi. 

Pour le cas plus compliqu6 ou le nombre M contient des divi- 
seurs premiers a des puissances quelconques, nous remettons a le 
Lrailer lorsque nous publierons la suite de ces recherclies, dans 
l’esp6rance de la presenter d’une maniere plus concise et plus 616- 
gante que nous ne pourrions le faire maintenant. 


Paris, aout i853. 



NOTE 


SUIt UN 

THEOREME relatif aux nombres entiers. 


Journal de Mathematiques pares et appliquees, t. XIII, i re ser. • i 84^- 


Depuis longtemps j’avais tronve de mon cote ime demonstration 
el^mentaire suivante du th^oreme relatif aux nombres premiers 
4 k + i. 

Supposant 


fl 2 +I=0 


(mod p), 


convertissons ^ en fraction continue jusqu’a ce qu’on obtienne 

deux reduites cons^cutives ^ Lelies que n soit<^\/p et n f >\/f? ; 
on aura, comme on sait, 

a ni s 

p n nn' J 

ou e est < i. De la on tire 


done 


na — nip 



(na — mp) 2 < p. 


Ajoutant membre a membre avec n 2 <^p, il vient 


(na — nip) 2 H- n 2 < 2/3. 

Or Ie premier membre de cette in^galit^ est un multiple entier 
de p d’apres la condition 

a 2 h- i == o 


il faut done qu’on ait precis&ment 

(na — mp ) 2 -+- n 2 = p. 


(mod j?)\ 



SUR UNE QUESTION RELATIVE 


A LA 

THEORIE DES NOMBRES. 


Journal de Mathematiques pares et appliquees, t. XIV, i re ser.; 1849. 


Soient n + 1 nombres entiers 

a, (3, - *» 

dont le plus grand commun diviseur est F unite; on propose de 
irouver tous les syst&mes de n(n -f- 1 ) autres nombres, savoir : 

a', a", 

P', P'S •••, P U S 
YS Y'S Y U S 

x\ vS ,l) , 

v , r, x<«>, 

qui rendenl le determinant 


a > 

a', . . 

., , 


p. 

PS .. 

pm, .. 


Y> 

tS • • 

•> f°> ■■ 

•.An) 

• > l 1 


x', . . 

.. x«, .. 

■, 

X, 

v, . 

Xio, .. 



egal a plus 011 moins un. 
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Solution. — Nommons respectivement 


*1 

le plus grand commun diviseur de 

a 

et 

p. 

7T 2 

idem 

Til 

et 

Y> 


idem 

7r 2 

et 

8, 

TC/i-l 

idem 

^/i—2 

et 

* • 5 

X, 

TT/j 

idem 


et 

X; 


dans l’hypothese admise, iz a seral’unite. Prenons ensuite lesnom 
entiers 

a , b , c, cl , ..., A:, l , 

c', /c', r, 

d’apres les conditions 

a [j #2 = 7Ci, 

C f Y — CTC! = 7U 2 , 

d'S — d tc 2 = tc 3 , 

A' X. A* TT — 2 7C 7 1 j 

/'A — /‘nr.v-i = it ,7 = r. 

On satisfera a la question propos6e par les valeurs suivantes : 

a {i) __ am . _j_ M,- ~ > 

•TCi 

P (i) = + 

TCi 

y [i) = crii -i- N* 

-+■ > 

*n:.i 

*<«= *5/ -H- S,—, 

TC/j-i 

= ft, •+■ Ti A , 

7t ' 1 

les quantiles 

Mi, N |, P t , .... Sf 
dependant des nombres entiers 

mii fli , />i, .... t[ 
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par les equations 

M, = c'/ti + N/ 

71 ■) 

N^^+P,^, 

^3 


S £ = Vti 

•TC/t 

et toutes les solutions possibles s’obtiendront en prenant toutes les 
valeurs des n 2 quantitds 

n u pi , Sii ti , 

pour lesquelles le determinant 


m u 

m 0 , 

• • , 

n u 


• • , tin, 

Pi, 

^ 2 , 


Sl, 


* 5 ^/Z» 

ti. 

1% 1 

• 1 


egale plus ou moins un. 

Ainsi, par exemple, lorsque n = 2 , s’il s’agit de rendre egal a 
1 ’unite le determinant 


j «, V-, ) 

P, P" [ =a(p / T l,r - Y 'p <r ) 4 -p( T V--a / 7 w )-H T (a'P' r --p / a <r ), 

( 7 , Y', T* ) 


on aura 


avec 

ce qui donne 


a — ci ux j —(— M 2 — ? 

Tti 

(3' = bm Y + Mj --) 

7Zi 

y r = cn x -h Ni Y , 

M j = C Tl 2 — 1 — Wj 7 U] j 

, a c' _ T 

a = «mi H- ni -+- Nj a, 

TCj 

P' = -I- j~ /!i -+- Nj P, 

Y' = c»i -+- Niy; 
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on tronvera ensuite semblablement 

OCC' _ T 

a! r = ctniv — ft* •+* NoOJj 

TCi 

Sc' 

8" = bm*> -+- — Tii -+- N 2 (3, 

TZi 

f = cn 2 + N 2 y, 

et Ton devra prendre pour m i: rt u m 2j n 2 indefiniment tous 
nombres entiers pour lesquels 

mi n 2 — nu n \ ~ ± 1. 

Si n = 3, la solution generate de Tequation 
a, a', a", 

fb P, F, 

Y> T'» Y", 

0 , o', 0 ", 

sera de raeme comprise dans les formules 
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Yoici maintenant l’analyse qui nous a conduit a ces resultats : 
Soient, pour abreger, A le determinant des quantity 
(A) p«>, ...» 

B celui du system c 



/ p, 0, 

0 , . . ., 0 1 


l “ a > 

0 , . . . , 0 


«tyy 

O 

1 

*TjO 

0, . .., of 

(B) 

y r, o, 0, 

—Y) • 0 l, 


f 0, 0, 

0, . . ., X ! 


1 0, 0, 

0, . —x / 

dont la loi est facile a saisir, et ou 
les equations 

a£ H-p£' -+-YS" 

les quantites i sont ddfinies par 

H-X£<»> = r, 


«'£ h-P'S' + y'£" 

X' £ ^ — 0 , 


*•& +yT 

= 0 , 



Xte) £(«) = 0< 


De la composition des syst&mes (A) et (B) resultera le nouveau 
sy st^me 



0, 0, 

. . , 

O, 

0, 

o, 

cc'P-P'a, a7-P"a, .. 

., a<« 8 

— P^a, 

., ate) p — pte) a , 

0, 

P't-t'P. P'y-y'P, • 

pi«Y 

— Y ifl P> •• 

pw)y — ytejp, 

0, 

Y'o —o'y, y”° — 8"yi •• 

y «>8 

— S<« y. •• 

. , yte) 3 - q(/j) 

0, 

x'X—X'x, x"X — X"x, .. 

., X«> X • 

-I 1 - 1 ')*, 

xte)X —Xte)x. 


En appelant C son determinant, ou, ce qui revient au meme, celui 
des n- quantites 

(G) oc^p — P (i>, a, pC/Jy — Y (f) p, 

on aura, par un theoreme connu, 


x<«X — X^x, 
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Or on trouve facilement, au signe pres, 

B = 

done on peut remplacer la condition proposee, savoir 


par la suivante 


A = ±i, 


C = =fc Pyo.. .x, 


dont nous allons nous occuper. 

Exposons d’abord une transformation des termes du systeme (C 
j’observe, a cet effet, que tc< designant le plus grand commun di 
seur de a et (3, on aura necessairement 


d’ou l’on tire 


a U) p — pu) a = mf ttj, 


x<*) = 


ami - 


■M, 




= brrii -+- M; — > 


les nombres entiers mi et M; restant enticement arbitraires, et 
et b etant determines par l’equation 

a p — ba = tij. 

Au moyen de cette valeur de (3^, on trouve 


p(U y — y ( ^ p = b y mi ■£- (Mi y — Y u,7r i ). 


Or, tc.j ddsignant le plus grand commun diviseur de tu< et y, on an 
necessairement 

Mi Y —- '{ W TZi = Til^ 21 

d’ou 


Mj = c' Tit -+- Ni —) 
TUo 


Y U) = CTli -r- Ni > 


* 2 


les nombres entiers iii et N; dtant quelconques, c et d dependa 
de l’equation 

C r Y — CTTi = IT.). 
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La repetition du meme calcul nous conduira de F expression pre- 
eedente de a celle de S u) ; il vient, en effet, 

v {i) 0 — 8W y = c 8 rii — (N* 8 — o w tt.-, ), 

et posant encore 

NiS ■— 0 ( ^7T 2 = piTZ Z , 

t: :} etant le plus grand commun diviseur de tu 2 et 3, on en conclura 

N= d'pi ~h P/ —, 

K:\ 

8 W=dpi H-Pi-, 

*3 

et d 1 etant donnas par liquation 

d' O - rZ-TTo = 7 C 3 . 

La loi que suivenl ces operations est maintenant evidenle, ct Ton 
en conclura, d’une part, 

a (/) p — (3Ma = m/iTi, 

P (/, 7 — 7 U>} P = 67 m; -+- — iii, 

TZl 

0 — o(/) y — 0 m -H — pi, 


1 

oil il est essentiel d’observer quo m;, /i;, ..$/, ti reslcnt jusqu’a 
present dcs en tiers enticement arbitrages. 

D’un an tre cdle, nous oblenons d’ailleurs 

a u ' j = ami -+- M/ , 

7T, 

R(i) = bm t -+- M £ - , 

7T t 

y [i] = c/i* -+- N/ ? 

712 

> 

8^ = dp L h- P/ ™ > 

TZ't 
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el les entiers M/, N/, P*, ... s’expriment de proche en proche, 
uniquement par rti , />/, ... au rnojen de ces autres equations 

Mi = c'm +N{—1 

7T 2 

N f = d*pi -4- P z - 


S f = f' ** -+- T i ^ : 


icsquelles ne laissent d’indetermin^ que T*. 

Cesresultats obtenus, reporlons-nous maintenantau systeme (C), 
qui a ele transform^ dans le suivant, savoir : 


>Y m i 
■3 ii\ 


p1T 2 
Y-3 


n L , by/n-2 
p { , cS/z 2 


(3^2 
Y^s 


n*, ..., bynii 

/> 2 , ..., coni 


mi til , 

pTU 2 
Y^s 


• 5 ^ 1, 

7 3tt., 

•> oym n 4 - £-= /i 

TTj 


X7T„ , > X7T. 

; A .9 1 4- - 1 1 , k A s 2 

“/£—1 ' 3T ^—1 


— f*, -+ 


tc 2 

'ATT., 




con n 




TC /i —1 


i 


On reconnait bien facilemenl qu’un pared systeme provienl de la 
composition des deux autres, que voici : 


0) 


ct 


(*) 


nii. 

/?ia, 


7 >i/, . . 

• , m a 

n u 

* 2 , 

• * * 5 

71 / j 

•» 

Pu 

^2, 

. . . , 

Ph • * 

•> 


S 2 , 

.. ., 

.. 

• 5 s a 

tu 

*2, 

. . . J 

lii 

• 5 

^1, 

^ Y> 

0, 

0, 

0 

0, 

pic 2 

CO, 

0, 

0 

0, 

0, 


ri£, 

.., 0 

0, 

0, 

0, 

37 Tr f 

. ., 0 

0, 

0, 

0, 

0, 

kl 

0, 

0, 

0, 

0, 

X 7 Z a 

'K/i—l 
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clone son determinant, et par suite celui du systeme '(G), sont le 
produit cles determinants de ces deux syslemes. 

Or le determinant du systeme ( 2 ) se rdduita son terme principal 

Py...xtc«, 

ou simplement 

puisque tz }1 est l’unite; la condition proposee 

C = ±p Y ...x 

sera done remplie en prenant egal a l’unite en valeur absolue Le 
determinant dcs n' 1 nomlmes en tiers du systeme (i) ? ce qui est la 
conclusion que nous avions annoncec, et qu’il s’agissait d’obtenir. 


H. 


I. 



demonstration ElEmentaire 

d’une 

PROPOSITION RELATIVE AUK DIVISEURS 

DE s 2 h- Aj 2 . 


Journal de Mathematiques pures et appliquees, t. XIV, i re s6r.; rB49• 


Je dis qne, p d^signant un diyiseur de la forme x 2 + Ay 2 , une 
puissance convenablement d£ terming de p pourra toujours etre 
representee par celte forme, c’est-a-dire qu’on pourra toujours 
faire 

pP = X 2 -+- AY 2 . 

Soit, pour une valeur entiere quelconque de p., a^, une valeur 
de y/—A(mod/?^) : l 5 expression 

{xpV^ —y ajji ) 2 -+- A/ 2 

repr6sentera toujours des nombres entiers divisibles par et je 
dis en premier lieu qu’on pourra toujours determiners et y de 
telle maniere qu’on ait 

(xp ^—-+- A / 2 

p\>* ^ v • 

En effet, il suffira de d^velopper en fraction continue jusqu’a 
ce qu’on arrive a une reduite telle que, son d^nominateur 6ls.nl 

la 

-pi r 

moindre que cette limite soit atteinte ou surpass^e par le d6- 

nominateur de la reduite suivante. Les valeurs de x et y seront 
respectivement le num^rateur et le denominateur de cette reduite. 
Cela pos£, on voit que, par une infinite de valeurs de pi, on aura la 
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representation d’un meme multiple de pV- par la forme x 2 + Ajk 2 . 
Ainsi, en nommant A'le multiplicateur, on trouvera necessairement 
deux equations 

kpV‘ = x- -t- Ajk 2 , 
kpV-' = x'' 1 -+- A y' 2 , 

dans lesquelles x — x' et y — y’ seront a la fois divisibles par A*. 
Sous cette condition il vient, en multipliant membre a membre les 
deux equations precedentes, 

k' 1 A yy')' 1 -t- A( xy' — yx' j 2 . 

Or xy J — yx f est divisible par A*, puisqu’on a 

x === r’, y == y r (mod/c); 

done il en est de meme de A yy', et, finalement, la puissance 

[a + p/ de p se trouve bien representee par la forme x 2 -f- A y 2 . 

Il est facile de voir qu’une demonstration Loute semblable s’ap- 
plique an cas de A negatif; on a, au reste, un theoreme plus ge¬ 
neral et dont voici l’enonce : 

p etant an diviseur de la norme d'un nombre complexe quel - 
conque ; forme avec les racines m il ’ mes de V unit&, on pourra 
toujours determiner ane puissance entiere de p qui soil re¬ 
presents precisement par cette norme. 



SUR 


LES FONCXIONS ALGEBRIQUES. 


Comptes rendus des seances de V Academic des Sciences } 
tome XXXII, i85i. 


1. Les propositions donnees par M. Puiseux, sur les racines des 
equations algebriques considerees comme fonctions d’une va¬ 
riable qui entre ralionnellement dans leur premier membre, 
me semblent ouvrir un vaste champ de recherches destinies a jeter 
un grand jour sur la nature analytique de ce genre de quantites. 
Je me propose de donner ici le principe de ces recherches, et de 
faire voir comment elles conduisent a reconnaitre si une equation 
quelconque 

F ( u , z ) = o 

est resoluble algebriquement, e’est-a-dire si l’inconnue u peut £tre 
exprimee par une fonction de la variable z : ne contenant cetle va¬ 
riable que sous les signes d’extraction de racines de degre entier. 
Les theoremes auxquels nous serons ainsi amenes donneront, et 
sous un point de vue entierement nouveau, le beau r^sultat obtenu 
par Abel sur la possibilite d’exprimer algebriquement sin am 
par sin am (%). Je me borne ici a la question de la resolution par 
radicaux; plus tard je ferai, au meme point de vue, 1’etude des 
equations modulaires, et je montrerai comment les theoremes de 
M. Puiseux conduisent a effectuer l’abaissement de ces equations 
dans les cas annonces par Galois, donlles principes serviront d’ail- 
leurs de base a tout ce que nous allons dire. 

2. Soit 

$0) = o 

1’equation dont les racines, mises pour 5 dans Fequation proposee 

F(z i, z)=. o, 
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lui font acquerir des racincs multiples; designons ces diverses va- 
leurs de 5 par 

-So> 1 , • * • J 1 5 

et, apres avoir trace dans un plan deux axes rectangulaires, repre- 
sentons-les par autant de points quc nous nommerons respecd- 
vement 

Zq, Z l9 . .., Z^. 

Soient enfin, pour un point quelconque P du plan, 

^0? , • • • 5 Ujn—i , 

toutes les racines de Pequation propos^e; M. Puiseux, et c’est la 
une partie essentielle de ses recherches, a donn£ le moyen de 
trouver la substitution qui s’opere entre les valeurs ini dales u 0 , 
u { , ..., u m _\ des racines de la propos^e, quand la variable z d^crit 
un contour ferme partant du point P, et embrassant Pun des points 
Z 0 , Z 1? , pour revenir au meme point P. Reprdsentons 

symboliquement par S; la substitution relative a un contour el 6- 
mentaire comprenant le seul point Z z ; on aura les theoremes sui- 
vants : 

Th^oreme 1. — Toute fonction des racines invariable par 
les substitutions 

S 0 , S l5 ..., S^-i, 

pourra etre exprimee rationnellement par la variable z; et 
aussi la proposition r^ciproque. 

Th£oreme II. — Toute fonction des racines u , determinable 
rationnellement en s, est invariable par les memes substitu¬ 
tions 

S 0 , St, .. ., Sjj.—i- 

Le groupe des substitudons en question jouera done pr£cis£- 
ment le m&ne role que le groupe de liquation irreductible en V 
de Galois. 

Demonstration du theoreme /. — Soit U la fonction des racines 
^ 0 j Wi, . u m - 1 , qui v&rifie les conditions du theoreme I; il est 
Evident qu’on pourra toujours etablir entre cette fonction et la va¬ 
riable z une Equation rationnelle. En second lieu, si Ton fait decrire 
au point P un contour ferm6 quelconque, la fonction reprendra 
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toujours la meme valeur initiale; done, d’apres une remarque qui 
appartient encore a M. Puiseux, U est une fonclion entierement 
rationnelle de z. 

Demonstration du theoreme IL — Toutes les valeurs que pour- 
rait acquerir la fonction U, en appliquant aux racines u 0 , 

Um-i, les substitutions S 0 , S<, ..., S fJL _^ ? sont autant de valeurs ini¬ 
tiates qu’on obtiendrait lorsque le point P, ayantdecrit un contour 
quelconque, serait revenu a sa position primitive; si done la fonc¬ 
tion U remplit les conditions du theoreme II, e’est-a-dire si elle est 
rationnelle, ces valeurs seront toutes les memes; done, etc. 

3. Je vais maintenant faire voir, par un exemple tres simple, 
une premiere application de ce qui precede. 

Le degr6 de liquation propos^e F (u, z) = o etant un nombre 
quelconque m, supposons que les divers systemes circulaires de 
M. Puiseux soient tous identiques en embrassant toutes les racines, 
ou bien qu’ils soient reductibles tous aux puissances d’une meme 
substitution circulaire d’ordre m : suivant F expression employee 
par M. Cauchy, l’equation proposee sera resoluble par radicaux 
relativement a z. 

En effet, si Ton designe par a une racine quelconque de Fequa- 
tion binome <x m = 1 , la fonction suivante 

(Uq -f- aM!H-a 2 M 2 +...+ &ni-\ Um _ x yn 

reprendra toujours la mke valeur initiale, quel que soit le contour 
ferme qu’ait decrit le point mobile P en revenant a sa premiere 
position; done cette fonction sera determinable rationnellement 
en z; done, etc. 

4. Actuellement supposons que le degre m soit un nombre pre¬ 
mier; la condition necessaire et suffisante de solubility par l'adi- 
caux consiste en ce que toute fonction des racines invariable par 
les substitutions de cette forme sp^ciale, savoir : 

(“), 

a et b etant tous les entiers pris suivant le module m, ainsi que 
l’indice variable k, soit rationnellement connue. 
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Done, d’apres le theoreme II, la condition necessaire el suffi- 
sante de solubilite revient a ce que : 

Les substitutions S<, S L >, ..., S [X _ j , donnees par les principes de 
ML Puiseux, soient toutes de la forme ci-dessous : 


Uak+b/ 

Pour ^tablir de la maniere la plus simple la possibilite de la 
resolution par radicaux, je raisonnerai ainsi: 

Posons 

o(a)=(M 0 + aM]+a 2 M 2 + .. . h- — 1 ) m \ 

et designons par p une racine primitive pour le nombre premier m\ 
en employant une racine j3 de l’equation (S" 2 ' -- ' = i, nous conside- 
rerons la nouvelle fonction r^solvanle 

T — [cp (at) -h (3cp(a p ) -f- p 2 cp (ctP‘) . .-I- p"-2cp(aP” ’)] /z “ 1 , 

et je dis que celte fonction est invariable pour toutes les substitu¬ 
tions 

c u ' )• 

\Uak+l>/ 


Pour cela, il suffit de prouver qu’elle ne varie point pour les deux 
substitutions 

**) 

Uk+lJ 



car la precedente resulte des produits des puissances de celles-ci. 
Or la premiere 

Uk 

Uk-if-i 


laisse invariables toutes les quantites 

<?(«)> cp (oc p ), •••> ?( aP )* 

Quant a la seconde 
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elle n’a d’autre efFet que de remplacer chaque lerme de la ^ lI 
ci-dessus par le precedent, le premier devenant le dernier; ox' 1 
telle substitution n’altere pas la valeur de T, done T est Lien 111 
riable par tontes les substitutions 


U/c \ 

\ Uak-hb J 

Done enfin T est une fonction rationnelle de facilement d<3 
minable par la theorie de M. Puiseux, si les divers syslemes ci 
laires pour les points Z 0 , Z,, ..Z pL _ 1 sont de la forme que xx< > 
leur avons assignee. 


SUR L’EXTENSION DU THEOREME DE M. STURM 

A UN 

SYSTEME D’EQUATIONS SIMULTANEES. 


Comptes rendus des seances de VAcademic des Sciences, 
tome XXXV, i85a. 


Lc theoreme de M. Sturm a pour objet de determiner le nombre 
des racincs belles d’une equation a une inconnue, qui sont com¬ 
prises entre deux limites donnees. Je me suis propose, dans le Me- 
moire quo j’ai l’lionneur de soumettre a V Academic, une question 
analogue pour deux equations simultanees, et qu’on peut enoncer 
ainsi: Considerant Punedes inconnues comme l’abscisse, et 1’autre 
comme Pordonnee d’un point rapporte a deux axes rectangulaires, 
determiner le nombre des points auxquels correspondent des solu¬ 
tions des equations proposees, et qui sont compris dans Pinterieur 
d’un rectangle donne. Cette question se Lrouve resolue de la mr- 
niere sui vante. Designons les sommets du rectangle par les lettres a , 
6, c, c/, et supposons les cotes ab et cui respectivement paralleles 
aux directions positives des axes des abscisses et des ordonnees. 
On substituera successivement les valeurs numeriques des coor- 
donnees de ces quatre points a la place des lettres x ely, dans une 
certainc suite de fonctions de ces deux variables; et en designant 
par A, B, C, D les nombres de variations que presente cette suite, 
lorsqu’on prend pour les variables les coordonn^es des points a, b , 
c, rf, on aura, pour le nombre cherche, la valeur 

A-B+C-D 

n =-- 

2 

Ce r^sultat est, comme on voit, entierement analogue a celui du 
theoreme de M. Sturm; cette analogic se maintient encore lorsque 
Pon consid^re trois Equations simultanees au lieu de deux. Desi¬ 
gnant alors les inconnues par x, y, z , on les regardera comme les 
coordonnees d’un point de l’espace rapporte a trois axes rectangu¬ 
laires, de sorte qu’a chaque solution des equations proposees 
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r^ponde mi point determine. Cela pos^, considerons tin parallele- 
pipede droit, dont les bases parall&les an plan des xy soienl les 
rectangles abed , a!b ! c l d ! . Nous snpposerons les cotes ab , ad pa¬ 
rallels aux directions positives des x et des y, et les droites ad, 
bU , cd, dd ! paralleles a la direction positive de l’axe des z. Cela 
etant, le nombre des points representant des solutions et compris 
dans l’interieur de ce paralld^pipede sera determine de la maniere 
suivante : 

Designons respectivement par A, B, C, D, A', B', C', D' les 
nombres des variations que presente une certaine suite de fonctions 
de Irois variables, lorsqu’on substitue a ces variables les valours 
numeriques des coordonn^es des points a, b , c, d , a ; , 6', c', d 1 , le 
nombre chercld sera donne par la formule 

n = J [(A - A') — (B - B') H- (G — C') — (D — D')]- 

II est remarquable qu’il existe un grand nombre de suites jouis- 
sant ainsi de propriety semblables a celles des fonctions dc 
M. Sturm, dans la iheorie des Equations simultanees. Void la plus 
simple pour le cas de deux Equations prises, si Foil veut, sous la 
forme 

F(a?) = o, J/=<£(#), 

F(#) dant un polynome entier, et $(#) une fonction rationnelle 
de x . 

Nommons x i7 x o, x m les racines de Fequation F(#) = o, 

y f) yy m les valeurs correspondantes de y, S/ la somme 
symdrique 

x \ X 2 -+- . . . -h x) m 

et T z * la suivante 


le premier terme de la suite sera Funil^, et les autres les determi¬ 
nants des syst&mes 


I X 


I 

X 

x 3 | 

i 

T0-S07 T,-S, r | 

5 

To — S 0 ,x 
Ti — S iy 

Ti — S,jk 
T 2 — S 2 JK 

T 2 - S 2 r 
T 3 — S 3 y 

1 f X 

\ 

X 2 

X z I 



T 0 —S 0 JK Tt — Stjr T 2 —S 2 y T 3 — S 3 y 
Ti-S ,y T 2 -S 2 y T 3 - S % y T 4 - S k y 
T*-S 2 y T s -S 3 y T 4 - S 4 y T 5 -S \y 


, etc.; 
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le dernier terme est le determinant a m 1 colonnes obtenu en 
continuant la meme loi. En general, c’est au mojen de fonctions 
symetriques des racines des Equations proposees que se trouvent 
immediatement exprimees les fonctions analogues a celles de 
M. Sturm, et les propri^tes de ces fonctions sont deduites de leur 
loi meme de formation. L’idee d’introduire ainsi explicitement les 
racines est due a M. Sylvester, qui, le premier, a monlre comment 
elles entraient dans la composition des fonctions de M. Sturm; 
M. Cayley a fait voir ensuite avec Elegance comment les propri^tes 
£l6mentaires des determinants permettaient de transformer les pre¬ 
miers termes des formules de M. Sylvester en d’autres qui con- 
tiennent seulement les sommes des puissances semblables des ra¬ 
cines ( f ). Ce sont aussi des expressions analogues a ces sommes, 
pour le cas de deux equations simultan^es, qui figurent dans nos 
formules etqui les rapprochent de celles du savant g^ometre. Mais 
le fait le plus important qui ressort de mes recherches consiste 
dans 1’existence d’une infinite de fonctions poss^dantles propridtds 
de celles de M. Sturm, pour une ou plusieurs equations. Cela 
ouvre la voie a des recherches importantes, sur lesquelles je pourrai 
peut-etre revenir dans une autre occasion; je me bornerai pour le 
moment a cette remarque, que les conditions de rdalitd des racines 
d’une Equation k une inconnue peuvent s’exprimer uniquement a 
l’aide des fonctions rationnelles des coefficients qu’on nomme 
hyper determinants ou invariants. 


(’) Tomes IX et XIII du Journal de Mathematiques dc M. Liouville. 



REMARQUES 


sun 

LE THEOREME DE M. STURM. 


Comptes rendus des seances de VAcademic des Sciences, 
tome XXXVI; i853. 


En representanl par Y = o une equation quelconque de degr6 m ? 
dontles l^acines soienta, Z>, .. k , Z, etpar V<, V 2 , .. V m la suite 
des fonctions de M. Sturm, on a, d’apres le beau th^oreme de M. Syl¬ 
vester, les expressions 

Xl = V ___!_ 

V AA x — a ’ 

— 'V ( a — ^) 2 

V ~~ AA (x ~ a)(x — b) 3 

V, ^ (a — by- (a — c)~ (b — c)- 

V JmU (x — a) (x — b)(x —c) ? 


V//a __ (a — by-(a — cy.. .(k — iy ' 

V (a? — a) — b)...(x — 

J J ai remarque qu’en designant par A, B, K, L des fonctions 
rationnelles semblables de a, ..., k, /, de telle sorte qae 

A = ?(«), B = <p(&), L = ;p(Z), 

les nouvelles fonctions 

Yi-V 1 

V ~ jUx — a 

Y (A-B) 2 

V Ami (x — a)(x — b )’ 

% = y (A — B) 2 (A — C) 2 (B—G) 2 

V Ami (x — a) (x — b)(x — c) ’ 

.7 

Vm. = (A — B ) 2 (A — C ) 2 .., (K — L)» 

V (x — a)(x — b)...(x — l) 
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ont les m&mes proprietes qiie celles de M. Sturm. Ainsi Ton a cette 
proposition : Pour une valeur reelle de #, le nombre des termes 
positifs de la suite 

Vl 

Y’ vT" <?,' 

reprdsente le nombre des couples de racin.es imaginaires de li¬ 
quation 

y = o, 

augment^ du nombre des racines reelles moindres que x. Le 
nombre des termes negatifs serait le nombre de couples des racines 
imaginaires, plus le nombre des racines lielles superieures a x . De 
la se tire immddiatement le tlidoreme de M. Sturm, sous la forme 
que lui a donnde Fillustre g^ometre; mais les dnoncds piicddents 
sont ceux que fournit d’abord la mdthode que j’ai suivie. 

En considdrant deux equations a deux inconnues dont les solu¬ 
tions simultanees, en nombre/? 2 , soient 

x = a. y = a\ x = b } y = b\ ar= k , y = k r , x = l, y = 

je designe d’une maniere analogue par A, B, ..K, L, des fonc- 
tions rationnelles semblables de ces solutions, de sorle que 

A = ?p(a, a'), B = o(b,b'), L = cp(/, /'). 

Cela ^tant, les expressions suivanles, fonctions rationnelles syme- 
triques de ces solutions, savoir : 


u, 

u 

= y 

(» — a)(y- 

-a’)’ 



U 2 

. y 

( A — B i*- 



u 

(x — a) (y- 

- Cl') — 

i>) (y — 


u* 

y CA 


— C) 2 .. 

• iB — cr- 

u 

~ 2d (x-a){y- 

- a ) {x — 

b)(y — 

b’)(x — c){y — c' t 

et, en d 

ernier lieu, 




u m 

(A- 

- H)VA- 

■C) 2 ...( 

K— L) 2 

U‘ 

(x — a)(y—a' 

)(x — b){y — b') 



donnent lieu a cette proposition : 

Pour un syst^me donn6 de valeurs rdelles de x et y , le nombre 




des termes positifs de la suite 

u, u 2 u, v m 

u’ U/ U 2 1 

represente le nombre des couples de solutions imaginaires, aug¬ 
ments du nombre des solutions simultanees rrielles x = a, y = a\ 
pour lesquelles (x — a) ( t y — a r ) est positif. Le nombre des 
termes nrigatifs serait le nombre des couples de solutions imagi- 
naires augmente du nombre des solutions reelles, pour lesquelles 
(x — a) (y —• a!) est negatif. 

D’apres cela, si Ton represente par (#, y) le nombre des termes 
positifs de notre suite, on trouvera tres aisSment que le nombre 
des solutions simultanees rSelles, pour lesquelles on a a la fois 

X Xq , X X 1 5 

y>y^ y<yu 

est donne par la formule 

" [Ob rO + Oo, 7o) — Ob Jo) - Oo, Ji)]- 

Ces nouvelles fonctions auxiliaires sont plus simples que celles aux- 
quelles j’etais arrive dans un precedent Memoire; elles n’exigent 
point que Ton connaisse d’avance si, a une valeur de l’une des in- 
connues, correspond une seule ou plusieurs valeurs dc l’autre in- 
connue. Dans le cas des solutions Sgales, elles se component comme 
celles de M. Sturm; la derni&re fonction (J m s’Svanouissant, toutes 
les autres U, U 2 , • * • acquierent un facteur commun, tel que 
(x — a) (y — «'), et, apres la suppression de ce facteur, la nou- 
velle suite prrisente, avec un terme de moins, exactement la mSme 
composition analytique et les memes propriStrisque Pancienne. On 
peut aussi demontrer que trois fonctions consricutives sont liSes 
par une relation de la forme 

PU/ -+- -4- RUi_{_2 == ^5 

ou les coefficients extremes sont des carrSs, de sorte qu’en gSnSral, 
si une fonction s’evanouit, la precedente et la suivante sont de 
signes contraires. Mais c’est la une consequence et non le principe 
de ma methode, qui repose sur quelques propriritris SlSmentaires 
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des formes quadratiques. On s’en rendra compte ais^ment en re- 
marquant que les fonctions 

^2 <?ot 

V ’ V ’ ''' ’ 'V 


soul respectivement les invariants des formes quadratiques 


(X 0 + AX,) 2 


V_!_ 

jUL x — a 


(X 0 —H AXi -j- A*X*)*, 


2 (X„ -t- AX, +... Hh A" 1-1 X„,_, )*. 


J’ai ainsi retrouv^, dans une recherche purement alg^brique, ce 
genre special de formes quadratiques, que j’ai consid^r^es tant 
de fois dans mes recherches de theorie des nombres (Journal de 
Crelle, l. 40 et 41). Pour les Equations a deux inconnues, les 
formes analogues sont 


(x — a){y — a') 


- (X 0 -h AX,)*, 


JU {x — a) (y — a!) 
et, en dernier lieu, 


7T (X 0 -H AXi -+- A-Xo) 2 , 


(x— ci)(y — a') 


r- (X 0 + AXi-h A*X* 


A^Xot-1) 1 - 






REMARQUES 


SUR UN 

MEMOIRE DE M. CAYLEY 

RELATIF AUX DETERMINANTS GAUCHES. 


(Cambridge and Dublin Mathematical Journal, JX, i854-) 


M. Cayley a nomme systeme gauche symetrique un systeme 
de n 2 quantites, representees par X r ^ s en attribuant aux indices 
tontes les valeurs entieres depuis i jusqu’A ft, lorsqu’on a la con¬ 
dition generale 

^r,s z= 

d’ou resulte 

X r ,r = 0. 

De pareils systemes jouissent de propri^t^s importantes qui 
jouent un grand role dans les diverses circonstances analytiques 
ou ils se pr^sentent, et M. Cayley en a fait lui-meme un nouvel 
usage pour la solution de cette question : 

Obtenir toutes les transformations d’une forme quadra - 
tique en elle-meme lorsque cette forme est une somme de 
carres . 

Je me propose de donner ici des formules analogues a celles de 
M. Cayley, pour la transformation en elle-meme d’une forme qua¬ 
dra tique quelconque. 

Le probleme pent etre pose* : f(x { , x 2 , ..., x n ) d^signant la forme 
quadratique proposee, trouver F expression la plus g£n£rale des 
quantites X u X 2 , ..X w , qui donnent 


f(X u X 2; 


> #2, • • • , X n ). 



REMARQUES SUR UN MEMOIRE DE M. CAYLEY. 


291 


Pour cela, j’imagine que les quantitds X et x soient exprimees par 
des indeterminees auxiliaires £, de sorte qu’on ait en general 

X r 4- X r = S>£ r , 


et, sous cetle condition, on va voir qu’il est tres facile d’obtenir 
F expression generale de X et x en £. On a, en effet, 

done 

(1) /(X,,X„ ...)=/(^i — x u a$ s —a? s , ...), 

011 , en d^veloppant le second membre, 

( 2 ) /(X„ Xj,...) = 4/(Ei, 5., -)-a (* 1 ^ + ** ^7 +•••) +/(*!.**» -)• 

Done, par la condition suppos^e, 

/(X1, X„ ...) =/Oi, .. .;> 


cette Equation se r^duit a 


(3) 


Xi 


A ,' 


d f , 

— 2/ ' 


Or, la maniere la plus g^n6rale de la verifier en exprimant les 
quantity x en £, sera de faire 


(4) 




les indeterminees \ etant assujetties a la condition 


On en conclut 


X 


r,s 


X 


s,r- 


X,. — e l\ r — X r — £/• — 



i 


et il est facile de reconnaitre a posteriori que ces expressions 
de X et x en \ donnent bien 


(5) /(X,,X 2 , ; ' 

Reprenant en effet Fequation ( 1 ) et liquation ( 2 ), on verra par 
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Pequation (3), equation satisfaite d’elle-m£me, qu’on retombe pre- 
cisement sur l’equation (o) qui etait a verifier. Done enfin, les 
expressions cherchees de X en x , qui donnent la transformation 
en elle-meme d’une forme quelconque, s’obtiendront en resolvant 
par rapport aux quantites £ les equations (4)? et substituant les 
valeurs en x, qu’on aura trouvees de la sorte, dans les formules 

X/- = 2 X r . 


Considerons pour l’application les formes binaires 
f = ax- -f- 2 bxy H- cy*, 


ou nous mettons x et y au lieu de x K et x 2 ; nous aurons successi- 
vement 

X - 4 - X = 2^, 

Y -hy = 27], 
et 

# = £ -h X(&£ -H CTj) =$(i- 4 -X&)H-Xc 7 ], 

y — 7] — X(a^-h&7]) = — Xa£-f-(i — lb) 7] ; 


d’oii, en resolvant, 

_ (i — lb) x — Icy 
* ” i —X^( 6 2 — ac) ’ 
___ X < 23 ? - 1 - (I -+- X # ) JK 
75 ~~ i — X 2 ( b ’ 2 — ac) 

Soit, pour abreger, 

b~ — ac = D; 


on trouvera 


X=2£-tf = 
Y = 27]—JK ~ 


(1 — 2 X 6 -h X 2 D) a? — 2 Icy 
1 —Pd 

2lax -1- (1 -4- 2 X -H X 2 D ) x 


1 — X' 2 D 


Or ces formules, en posant 

, 1 -+- X 2 D 

1 — X 2 D ^ 

2X 

ce qui donne 

£2 — Dw ! =i, 

deviendront 

X = x(t — bu) — city, 

Y = xau -+- (t -h bu)y. ' 
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C’est la forme analytique obtenue par M. Gauss pour la question 
arithm^tique ou l’on veut que les coefficients de la substitution 
soient des nombres entiers. 

Enfin, si Ton fait l’application delam£me mdthode a une forme 
quadi'atique d’un nombre quelconque d’inddterminees dans le cas 
ou elle est une somme de carres, on trouvera immddiatement les 
resultats que M. Cayley a obtenus dans son beau Mdmoire, et je 
m’empresse de dire que je dois a l’dlude de ce Mdmoire l’analyse 
que je viens d’indiquer en peu de mots. J’ajouterai cependant en¬ 
core les th^or^mes suivants, qui servent de lemmes a une recherche 
arithmetique importante. 

I. Ay ant ramene a une somme de carres de fonctions li- 
neaires une forme quadratique quelconque, de sorte qiHon 
ait, par exemple, 

/= A 2 + B 2 + C 2 + ..., 

si Von designe par 31, C£, ... ce que deviennent respective - 

ment A, B, C, ... lorsqu’on fait dans f une substitution quel - 
conque qui la change en elle-meme, on aura evidemment 

31 = a A h- (3 B-hy C -h ..., 

IB = ol ' A B y r G —|-..., 

C = a ff A -f- P" B H- y" G H-... j 


les quantites a, [3, y, ... etant des constantes convenablement 
choisies. Cela pose, d une substitution qui change f en elle- 
m&me on pourra toujours faire correspondre une telle repre¬ 
sentation de f par la forme 


A2 + B 2 + C j +..., 

que Vexpression 

A 31 H— B 0 -+• C£ h- ... 


ne contienne aucun des rectangles AB, AC, — 

Pour donner une application de ce thdoreme, nous allons consi- 
derer le cas des formules quadratiques ternaires 


/= A 2 + B 2 +C 2 . 




Alors des constantes a, p, y, ..devant etre lelles que 
51* -+- $ 2 ■+• € 2 = A 2 -+■ E 2 4 - C 2 , 


auront, d’apres M. Cayley, les valeurs suivanles : 

/ca — r -+- X 2 — fx*—v 2 , ka'—2(l}x — v), ka! r = 2 (Xv H- fx), 

/cj3 — 2( {JlX H- v), A“P'=I — X 2 H- (JL 2 — V 2 , £ p" = 2 ( fJIV— X), 

kq = a(vX— fJL) /cy' = 2 (v|JL -h X), /cy" = I — X 2 — fJL 2 H-v 2 , 

ou 

X” I -h X 2 “1“ JJ. 2 —J— V 2 5 


et, a toute substitution S qui change f en elle-meme, on pourra 
toujours faire correspondre un syst&me de fonctions lin^aires A, 
B, C, jouissant de la propria qu’en devenant respectivement 51, 
J®, <£ lorsqu’on effectue la substitution S, on aura les relations 


«'+ p = o, a"-4- y — o, =o. 


De la se tire la conclusion que deux des quantity a, p., v sont 
nulles. On peut done faire, par exemple, 


ou bien 


& 2 = A 2 , 

B 2 h- <£ 2 = B 2 -+- C 2 , 


5l = ±A, 

S3 = B cos0 •+■ C sin0, 

(£ = — B sin0H-C cosO. 


De la ces th^oremes : 


II. Soil 

X = px -4- p'y H- p*x, 
y = qx 4- q'y H- q"z, 

Z — rx r'y H- r* z 

une substitution qui change en e lie-me me une forme ternaire 
quelconque; Vune des racines X de Vequation 


p — 1 p r p 

9 9'— 1 9" 

r r' r* — X 


o 


sera egale a ± i, et les deux autres seront reciproques. 



III. 11 existe une infinite de formes ternaires differentes 
de f que la substitution ci-dessus change en elles-memes, ces 
formes seront toutes donnees par l 3 expression 

k et l etanl des constantes arbitraires * Cependant le cas des 
racines egales dans Vequation A = o doit etre traite d part et 
exige une discussion speciale que nous laisserons faire au 
lecteur . 



SUR LA THEORIE 


DES 

FONCTIONS HOMOGENES A DEUX INDETERMlNfiES 


(Cambridge and Dublin Mathematical Journal, mai i 85 if.) 


PREMIERE PARTIE. 

Mes premieres recherches sur la theorie des formes a deux indd- 
terminees out eu pour objet la demonstration de cette proposition 
arithmetique elementaire, que les formes a coefficients entiers && 
eti nombre infmi, qui out les memes invariants, ne donn*&nt 
qiCun nombre essentiellement limite de classes distinctes. 

Une notion generate sur les invariants s’est offerle dans ces re- 
cherches, amenee par une consideration purement arithme ti q n e ? 
la reduction des simples formes quadratiques definies, et Pappli— 
cation tres facile que j’ai pu faire pour les formes cubiques el 
biquadratiques, ma donne leurs invariants obtenus dej& par 
M. Cayley, en suivant une tout autre voie. Mais, a partir du eirx- 
quieme degre, P application de cette methode devenait si penilole 
que j ai du renoncer a l’espoir d’en tirer explicitement les expres¬ 
sions de leurs invariants, et, a plus forte raison, celle des invarian ts 
des formes des degres plus eleves. Ramend dernierement a oes 
questions, j’ai ete conduit a les envisager sous un point de vue 
nouveau, et j’ai pu enfin aborder les formes du cinquieme degr^ ^ 
qui n avaient pu &tre trail^es par ma premiere methode. Les cir— 
Constances singulieres que j’ai rencontr^es dans cette recherclxo 
me semblent ajouter encore a l’intdr&t de la grande theorie que 
MM. Cayley et Sylvester ont deja enrichie de tant de decouvertes . 
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Mais j’ai eu surtout en vue la theorie arithmetique, dont j’ai ainsi 
trouve les veritables elements, comme l’on verra par la suite de 
mes recherclies : des a present, neanmoins, on pourra reconnaitre 
que la theorie des formes binaires, dans toute sa generalite, est 
etroitement liee a la composition des classes quadratiques, re- 
sultat singulier et qui ouvrira de nouvelles perspectives dans l’e- 
lude des propriates les plus cachees des nombres. La loi de reci¬ 
procity dont M. Sylvester a bien voulu deja annoncerla decouverte 
etant le point de depart de mon analyse, je dirai d’abord en pen de 
mots en quoi elle consisle. 


SECTION I. 

Loi de reciprocity. 

Elle est conlenue dans le theoreme : 

A tout covariant d* une forme de degrS m, et qui par rap¬ 
port aux coefficients de cette forme est du degre p , correspond 
an covariant du degre m par rapport aux coefficients d } une 
forme du degre p. 

Soient 

= a(x -h ay) ( x h- a'y). . .(x a^-^y) = a.norme {x ay), 

une forme du degre m decomposee en facteurs lineaires, et cp(jr, y) 
un covariant de cette forme du degr6 p quant aux coefficients, el 
d’un degre quelconque en x et y. 

Si nous faisons 

F = aP. norme(X + aY + a 2 Z + ...+ ^T), 

les coefficients de F seront des fonctions entieres de degre p des 
coefficients de/, et l’on demontrera facilement ces deux lemmes : 

i° Toute fonction entiere et du degre p des coefficients de f 
s' exprime lineairement par ceux de la forme F. 

2 ° Les coefficients de F ne sauraient Sire lies par aucunc 
relation du premier degrS dont les coefficients seraient nume- 
riques, c’ est-a-dire independants des coefficients de /. D’oit 
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resulte qti une Jonction du degre p de ces coefficients niestab- 
solument susceptible que d } une seule expression lineaire par 
ceux de F. 

Cela etant, voici comment du covariant «p(.r, y) qui se rapporte 
a la forme /du degre m ) se dedu.it un covarianl se rapportant a 
une forme du degre p. 

Soit 

„, . , m.m — i 

f[x 7 y)— aop m -f- mbx m ~ l y H--—-— cx m ~-y- 

de sorte que les constantes a, c, ... soient ce que nous avons 
appele les coefficients de /; nous leur donnerons une designation 
plus expressive, en les representant de cette maniere 

a=(x” 1 ), b= (x' 0 ' l - l y 0 ), c = 

ainsi 1’expression def(x^y) deviendra, par la suppression des 
parentheses, la puissance 

(xx 0 +yy 0 y>i, 

Faisons de meme 

F = aP. norme (X + *Y + a*Z+...+ a/»T) = (XX 0 -+- Y Y 0 -K . .-H TT 0 )”S 

en convenant, apres le developpement de la puissance, d’ecrire, 
par exemple, 

(x-)x- (xj-iYo)x—iy, 
respectivement, au lieu de 


ce qui sera une designation commode des coefficients de F. Cela 
pose, d apres le premier des lemmes ci-dessus, on pourra, et d’une 
maniere seulement, exprimer lineairement les coefficients du co¬ 
variant o(x, y) par les quantity 

(X-), (x^Yo), 

or il se presente cette consequence remarquable * 

Ay ant exprime cp(# ; y ) par les quantiles 

xj*), (xr^oj; ... • 
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concevons que Von supprime les parentheses, on arrivera par 
la a une fonotion du m Veme degre par rapport aux quantiles 

X 0 , ^0: Z 0 j T 0 . 

Or cette fonction sera un covariant de la forme suivante, de 
degre p, 

X 0 a-r h- pY 0 xi‘-'y -+- ■ 1 ZoX/’-^y-~h..T 0 yr. 

Rien d’ailleui's ne vient ici changer le degre des indeterminecs 
x ely dans cette metamorphose que subit la fonction ®(x,y); ainsi 
ce sont des covariants de meme degre par rappoi't aux indeter- 
minees qui se trouvent lies l’un a F autre par la loi de reciprocity. 
Mais il y a une seconde mani£re de passer ainsi d’un covariant se 
rapportant a une forme d’un certain degre, a un cotariant se rap¬ 
portant a une forme d’un autre degre. L’analyse precddente con¬ 
duit en effet, et tres aisement, a ce second theoreme : 

Etant donn6 un covariant quelconque du m ihme degre par 
rapport aux coefficients de la forme 

si Von transforme en symboles, dans Vexpression de ce cova¬ 
riant, les quantites 

\/n v/w—1 Y 

A 0 : A 0 1 0? • • • J 

ert les remplagant respectivement par 

(x-), (xr 1 ^), ... 

coefficients de la forme F, ce covariant se transformera en un 
autre se rapportant a la forme f{x : y)^ et du degri p relative - 
ment aux coefficients de cette forme . 

SECTION II. 

Consequences de la loi de reciprocity. 

Nous considerons en premier lieu les invariants, qui sontun cas 
particular des covariants, lorsqu’on suppose leur degre nul par 
rapport aux indeterminees x et y. La connaissance complete que 
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nous avons des invariants des formes du second, Iroisieme et qua- 
Irieme degre, nous donnera alors immediatement, pour des formes 
de degre quelconque, les invariants qui sont du second, troisieme 
et quatrieme degre par rapport aux coefficients de ces formes. 
Ain si, les formes quadraliques 

f = ax' 1 -b 2 bxy *+- cy- = a{x H- ay) O -4- a!y) 

ont pour expression generale de leurs invariants la fonction de 
degre 211 , 

A = (^ a —ac)^= — (a —a') 2 b, 

done, toutes les formes de degre 2 p possedent un invariant qua- 
dratique, que nous allons calculer. Soit pour cela 

F = flS|i(X + «X'+ a 2 X''H-...4-a 2 bX^) 

X (X + a'X , + a ,2 X"+...+ a^bX^ 2 ^ ); 

en representanl sjmboliquement cette forme, suivant notre con¬ 
vention, par 

f = (xx 0 -+• x'xj -h...+ x^ixf))’-, 

on trouvera bien aisement 

(X ( <f s ) = a-\*‘OL i cl' 1 , 2(X[/ , X^ ) ) = a 2 b(a*a'./-b clJ a! 1 ). 

Maintenant, il viendra par le developpement de la puissance 

2 2 bA = <2 2 b(a — a') 2 b = « 2 b[(a 2 b-f- cc' 2 b) — fx t (a 2 ^- 1 a'-b a' 2 Ma) 

-4- fju(a 2 b- 2 a' 2 + a'^“2 a 2) , 

en rapprochant les termes equidistants des extremes, et nommant, 
pour abreger, jju, ... les coefficients binomiaux. Cela fait, on 
peut immediatement introduire les coefficients de F, et il viendra 

2-^A = 2(X 0 X»W) - 2^ (X' 0 X( 0 ^-D) + 2 jx,(X5 - ..., 

le dernier terme qui seul ne contient pas en evidence le facteur 2 
etant 

(-i)P^(XfXf). 

Or tel est l’invariant quadratique de la forme 



FONCTIONS HOMOGENES A DEUX INDETERMINEES. 3 o I 

dont M. Cayley le premier a fait la decouverle. Les formes cubiques 

/ = ax z ~h 3 bx^y ~b 3 c$y % h- dy z , 

onl pour invariants la fonction de degre 4 p-, 

A = ( a~d 2 — 3 b~c 2 — 6 abed -h 4 b z d 4 ac 3 )h- 9 

done, toutes les fonctions du degre 4 + et celles-la seules, pos¬ 
se dent un invariant du troisieme degre. Le tlieoreme conduirait, 
si l’on ne le connaissait pas deja, a Finvariant cubique des formes 
biquadra tiques 

f = ax'* h- 4 bx z y 6 cx l y 2 -+- 4 dxy z -h ey k . 

Nous avons d’ailleurs l’invariant quadratique 
A = ae — 4 bd -+- 3 c 2 , 

et, si nous posons 

A' = ace -l- 2 bed — ad 2 — c 3 — b~ e, 

les invariants des formes biquadratiques s’exprimeront par des 
sommes de Lermes de la forme 

A m A+ 

ou 2/71 + 3 n a la meme valeur qui est le degre de l’invarianl, 
comme Fa ddmontrd M. Sylvester. Done, toutes les formes do 
degre jjl — 2 /n + 3 n poss^dent des invariants du quatrieme degre 
distincts en nombre egal acelui des solutions entieres et positives do 
cette Equation p.= 2 m + 3/i. C’est la encore un des beaux resultals 
obtenus par M. Cayley dans son Memoire sur les hyperdetermi- 
nants. Mais les consequences de la loi de reciprocite, dont j’aurai 
besoin principalement dans la suite, se rapportant aux covariants, 
j’y arrive immediatement en omettant beaucoup de remarques 
auxquelles les resultats precedents donneraient lieu. 

Considdrant d’abord les formes quadratiques 

f = ax 2 2 bxy -l- cy 2 , 

nous avons cette expression generale de leurs covariants, savoir : 

<t> = 2 2 F*(& 2 — <3c)f*(a# 2 -H ibxy -+- cy 2 ) v 
= a 2 ^(a — a') 2 t*(.r -b ay) v (a? a'y) v 7 
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cle degre 2 p. + v par rapport aux coefficients de /. Done, faisanl 

2 1JL + v = m, 

nous aurons autant de covariants du second degre par rapport aux 
formes de degre m qu’il j a de solutions entieres et positives de 
cetle Equation. D’ailleurs, le nombre av represente le degr£ de 
chacun de ces covariants en x et y. Dans le cas ou m est impair, 
ct dans ce cas seulement, on peut faire v = i; on est alors conduit 
a im covariant du second degre en x et dont nous allons donner 
fexpression g^nerale a cause de son importance. A cet effet, posons 

m = 2 \j. -+• r, <t> = kx~ -h Bxy -+- Gy 2 , 

de sorte que 

A = a 2 t w_1 (a — a') 2 !**, B = a 2 V^~ l (a — a') 2 ^ (a -4- a'), 

G = a 2 ^^ a — a') 2 Na'; 

il s’agira d’expi'imer ces diverses quantity au mojen des coeffi¬ 
cients de la forme 

F = a**(X + aX' 4 -a*X'-K..-h a'»X^)(X H- a'X'-h a' 2 X"-K..-H 

coefficients dont nous avons pr^cedemment employ^ les valeurs, 
savoir : 

a(X f / } X ( 0 y) ) = a'"(a^aV-h 

Or, on trouve imm^diatement A et C par le m£me calcul qui 
nous a donn£ Tinvariant quadratique des formes de degr£ pair, 
savoir 

A = 2(X{f - 15 Xo) - 2 ^ (X ( 0 W ~ 2 ) X' 0 ) + 2 x;) -..., 

C = 2 (X^X' 0 ) -afJL^X^-^XD + atnCX^X;)-...; 
quant aB, apres quelques reductions tr&s faciles, on obtiendra 
B = 2(X ( 0 m1 X 0 ) — 2( [2 1 — r) (X^-^XJ) -4- 2([a 2 — (xD (X c 0 " 1 “ 2) Xq) —. • •, 
le dernier terme £tant 

Pour les formes cubiques 


f = ax z -+- 3 bx~y -h 3 cxy % -+- dy z . 
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nous avons le covariant quadralique 

— ac) x- -H- (be — ad) xy -4- (c 2 — bd)y 2 , 

que donneraient les formules precedentes; mais, en le multipliant 
par une puissance p. de F invariant du quatrieme degre, on obtient 
un co variant du degre 4p + 2 par rapport aux coefficients de /; 
done, toutes les formes de degre 4p + 2 ont un covariant qua- 
dratique en x et y } et du troisieme degre par rapport aleurs coef¬ 
ficients. Cette conclusion, a laquelle il eut peut-etre ete difficile 
de parvenir par une autre voie, nous revele ainsi Fexistence d’un 
covariant quadratique pour toutes les formes dont le degre n’est 
pas un multiple de 4. Ces derni&res, comme nous pourrons l’eta- 
blir plus tard, poss&dent elles-memes un covariant quadratique 
du cinqui&me degrd par rapport a leurs coefficients, les seules 
formes biquadratiques exceptdes. Les considerations dans les- 
quelles nous allons entrer vont montrer la grande importance de 
ces covariants quadratiques. 


SECTION III. 

Des formes canoniques. 


Soit f(x,y) une forme pour laquelle on ait reconnu Fexistence 
d’un covariant du second degrd en x et y, 


Posons 


<p(a?, y) = Ax~ Bxy ~b C7 2 . 
A = B 2 — 4 AG; 


il existera, comme on sait, une infinite de substitutions, au detei- 
minant un ? propres a faire disparaitre les coefficients des carres 
des ind^termin^es eta r6duire <p a l’expression suivante 

dz XY /A. 

Soit 

( 37 = CC X —h (3 Y, 

l’une quelconque de ces substitutions; toutes les autres s’en de- 
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duiront, comme on sail, en la faisant suivre de substitutions de la 
forme suivante 

( 2 ) X = tor), Y = — ^ ij, 

ou 03 est une quantity arbitraire. Cela pose, nous dcfinirons comme 
forme canonique de f(x, y) la transformee qui en resulte par la 
substitution ( 1 ). Cette forme canonique contiendra essentiellement 
dans les coefficients une quantite arbitraire (*) qu’on mettra en 
evidence, si l’on veut, en j faisant la substitution ( 2 ). 

Mais posons d’abord 

/(aX+pY, Y X-h8Y)=F(X, Y); 
nous aurons cette proposition fondamentale : 

Toute fonction entiere des coefficients deF , guise reproduit 
idenliquement dans la transformee obtenue par la substitu¬ 
tion ( 2 ), est une fonction rationnelle des coefficients de la pro- 
posee f{x^y)^ le dinominate ur de cette fonction etant une 
puissance de A, et le numerateur un invariant de /. En second 
lieu, toute fonction qui se reproduit au signe pres redonne, si 
on la multiplie par y/A, la meme expression que les prece- 
dentes . 

Voici done le principe d’une nouvelle mdthode pour la recherche 
des invariants, puisque tout invariant de la forme f(x^y) s’exprime 
par une fonction semblable des coefficients de la transformee F, 
qui poss^dera dvidemment la propri<$te mentionn^e dans notre 
proposition. Nous allons en faire l’application aux formes du cin- 
quieme degre. 


(*) On aurait un second faisceau pour les formes canoniques en faisant dans 
une forme canonique particuliere la substitution 


x = 


E. P. 
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SECTION IV. 

Recherche des invariants des formes du cinquieme degre. 


Nous representerons la forme proposee par 

y) = ax5 “H $ bx k y h- iocx*y 2 ~h ioc'x 2 y z 4 - 5b r xy k h- a!y s ; 

le covariant quadralique par 

cp = ( ab '— 4bc'-t-3c 2 )x 2 -{- (aa r — 3 bb r ~h 2 cc f ) xy- f- (a 1 b — 4 b'c -+- 3 c' 2 )/ 2 , 

ct enfin la transformee canonique par 

F = AX 5 -+- 5 BX 4 Y ioCX 3 Y 2 io C'X 2 Y 3 -+- 5 B'XY* h- A'Y s . 

Cela pos6, puisqne le covarianl qnadratique de F se reduit par 
hypoth&se a Fexpression XY f A, nous aurons, entre les coeffi¬ 
cients de F, les relations suivantes : 

AB'—4BC'-h 3C 2 = o, A A'— 3 B B'-b 2 CC' = A'B — 4 B' G h- 3 C' 2 = o, 

et c’est sous ces conditions qu’il nous faut obtenir Fexpression la 
plus g^n^rale d’une fonction entiere des coefficients de F, qui ne 
change pas en y faisant la substitution 

X = wr„ Y = — 

to 

Une analyse plus longue que difficile, et que je n’ai pas encore 
assez simplifi^e pour F exposer ici, m ; a donn£ les propositions sui¬ 
vantes : 

i° Toute fonction entiere des coefficients A, B, C, .. qui ne 
change pas quand on transforme F par la substitution 

X = tor., Y =--if, 

CO 

est necessairement de degre pair . 

2 0 Designant par jjl ce degre, si Von a 


[r == 0 


(mod 4), 
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V expression la plus generate d’ une telle fonction sera 
I = 0(AA', BB', CC'), 

0 etant homo gene et de degre ^ jjl. 

3° Si Von a 

1 ^ = 2 (mod 4), 

Vexpression la plus generate sera 

I = (ACB' 2 — A'C' B 2 ) 0,(AA', BB', CC'), 

0 i etant une jonction homo gene de degre ~ p. — 2 . 

De cette derniere proposition decouleimmydiatementbexistence 
d’invariants de degre impairement pair, pour les formes du cin- 
qui£me degre; en effet, si nous considdrons F expression 

AGB' 2 — A'C'B 2 , 

qui change de signe par la substitution 

X = wr i , Y =-- 

(Jj 

il r^sulte du th^oreme dtabli dans la section III que, en la mul- 
tipliant par y/A, le produit sera necessairement de la forme ~- /c > 
I etant un invariant de ; on a done 

I = A*v/MACB'* — A'C'B 2 ) = (AA'— 3BB'-h 2CC') 2 * +1 (AGB' 2 - A'C'B 2 ), 

ce qui est une fonction de degre impairement pair, quel que soit 
l’entier k , par rapport aux coefficients de F, et par suite par rap¬ 
port a ceux de f : comme on lareconnait avecune ldg^re attention. 
Mais il nous faut encore approfondir la nature de ces quatre quan¬ 
tity s 

AA', BB', CC', AGB' 2 -A'C'B 2 , 

qui viennent s’offrir comme elements simples dans Fexpression 
gdn^rale des invariants des formes du cinqui^me degre. C’est l’ob- 
jet des considerations qui vont suivre. 
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SECTION V. 

Des covariants similaires. 

Revenant au cas general des formes de degre quelconque/(#, j ) 
qui ont un covai'iant quadratique, soil, comme plus haul, 

F = AX"* 4- Y -h. . .H- m B'XY«*-» 4- A' Y'», 

la transfoi'mdc a laquclle nous avons donne le noxn de forme ca- 
nonique. Par definition merae, le covariant quadratique de F sera 
simpleinent XY y/A; cela pose, nous x^unirons par la denomina¬ 
tion commune de covariants similaires de f ceux qui jouisscntde 
cette propriete, qu’en y faisant la substitution juar laquelle/de- 
vient F, leurs coefficients reprodixisent ton jours, a un facteurnu- 
merique pres, les quantity A, B, ..B', A', multiplies par une 
puissance de \J A. Cette definition depend cssentiellement du co¬ 
variant quadratique en x ety, qu’on prend pour base de la reduc¬ 
tion a la forme canonique, de sorte qu’on parviendra a un groupe 
different de covaxuants similaires cn employant, pour la reduction 
ala fonne canonique, un co variant quadratique en x et y, mais 
d’un auti'e degre par rapport aux coefficients. Pour fixer les idees, 
nous ne considererons que les groupes se x*apportant aux covariants 
quadratiques dont nous avons en commengant 6tabli l’existencc 
par la loi de reciprocit6, etnous en donnerons une premiere serie, 
en nous fondant sur ce tlioreme : 

Soient ®(x,y) et deux covariants quelconques de j\ 

le degre du second etant suppose non-inf erieur d celui du pre¬ 
mier, en faisant 

— x) = olxp *+■ p $&P~ l y 4- . .. ~h p $ r xyP~ l H- a 'yi\ 

la forme 

dP 0 deb Qr dPty f dpty 

' / - = a SF +/,p 3&=+Zy' h ---' hp t dx + 

sera encore un covariant de /(*). 

( l ) En supposant cp = ^ = /, X s’dvanouit identiquement si le degr6 de f est 
impair, et reproduit, si le degrd est pair, l’invariant quadratique de M. Cayley, 
que nous trouvons ainsi par une voie nouvelle et tr&s simple. 
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Pour appliquer ce th^oreme, nous prendi'ons A =/, et nous 
supposerons <p une puissance du covariant quadratique, il viendra 
alors cette serie 

n A d* F /r 

* cix dy ’ dx- dy~’ * dx* dy*' 7 

qui aboutit a un invariant, si le degr£ de F csl pair, el a un co va¬ 
riant lineaire si ce degre est impair. Ge covariant lineaire s’dva- 
nouit identiquement dans le cas des formes cubiques, car o ri a 
alors 

F = AX 3 -+- A'Y 3 ; 

mais, ce cas exceple, il existe bien eflectivemenl. Prenons pour 
exemple les formes du cinquieme degre, le covarianl sera alors 

A(GX C' Y), 

et, en supposanl C = o, C ; = o, on ne salisfail plus aux deti^sc r< h ~ 
lations 

AB' — 4 BC'-f- 3 C“ 2 = o, A' B — 4 B'C 3 C/s = 0 , 

qui seules existent entre les coefficients deF. J’insislc sur ce poin I 
en raison de la grande importance des covariants lin^aires poor la 
theorie arithm^lique des formes de degres impairs, dans laqu ol 1 o, 
comme j essajerai de le faire voir, ils jouent unrolc capital. JNdfji i s „ 
jusqu a present, nous n’avons obtenu qu’un petit nombre de cova 
riants similaires j par le lemme suivant nous verrons qu’il en c:k. i s l < * 
une infinite. 

Nommons comme precedemment <p(#, y) et 4*(#, y) ua* 
covariants quelconcjues de la forme proposee f; les coejfficit* rt is 
du polynome homogene suivant en U et V 

9 (u^ v |,u r *vg) 

seront de nouveau des covariants de f. 

Nous ferons usage de ce lemme en supposanl cp Pun quelcoixcju <* 
de^ covariants similaires precedemment obtenus, et prenant pour 
le covariant quadratique. D^signant alors par <3>(X, Y) la Iron si 
formee de <p par la substitution canonique, cclle du covariant qol a 
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dratique etant dans le meme cas XY \/A, on voit que les coeffi¬ 
cients des termes en U et V, dans la forme 

*[x(u-v/a), y(u + v/a)], 

seront effectivement, d’apres noire definition, des covariants simi- 
laires. Maintenant chacun d’eux, par l’application repelee du meme 
principe et de celui qui est fonde sur la differentiation, donnera 
evidemmenl naissance a une infinite d’autres, tous compris dans la 
m£me forme analytique simple, que nous allons indiquer d’une 
maniere plus precise. Soit, pour abreger l’ecriture, d’apres la no¬ 
tation ingenieuse de M. Cayley, 

F = (A, B, B', A')(X,Y)**, 

de sorte que la premiere parenthese renferme dans leur ordre les 
coefficients de la forme; done les covariants similaires du meme 
degre que F, et qui resultent des methodes pr^cedentes, seront de 
la forme 

* = v/A^(aA, SB, yC, — yC', -|3B', — ccA')(X, Y)«, 
ou de la suivantc 


= a*.(«a, PB, y c, yC', PB', «A')(X, Y)» 


les quantiles a, [3, y, ... etant des constantes numeriques. Les 
autres de degr^s m — 2 , m — /[> • • • sont dc la forme 




dX £ d\ £ 




i 


dX £ dY £ 


Cette remarquable simplicity d’expression que prennent par la 
substitution canonique une multitude de covariants de la forme/, 
qu’il eut dtd impossible d’obtenir jamais en fonction explicite des 
coefficients de cette forme, justifie, ce me semble, l’idye nouvelle 
des formes canoniques que j’introduis ici. 
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Recherches ulterieures sur les invariants des formes 
du cinquieme degre. 

Notre point de depart sera ce theoreme auquel condnisent im- 
mediatement les considerations pr6cedentes : soient cd et cp< les 
covariants de/, qui deviennent respectivement par la substitution 
canonique les expressions designees ci-dessus par <E> et <Eq ; ces co¬ 
variants etant du m£me degre, on obtiendra im invariant en met- 

tant, dans <p(y, — x), ^ au lieu de xty” 1 * 1 , d’apres un theo¬ 

rem e enoncd plus haut. 

De la se tire une methode tres simple, dont nous allons faire 
Tapplication aux formes du cinquieme degrd pour exprimer les 
quantites AA', BB', CC r , ... au moyen des coefficients de la forme 
proposee. Posons 

/=(«, b, c, c\ b\ 

le covariant quadratique, dans le meme syst^me de notation, sera 
o = (ah'— ^bc'-h 3c 2 , aa! — 3&6'-f- acc', a’b — 46' c -+- 3c' 2 ) (a? 2 , xy , y 2 ) 7 
et, en faisant 

les diverses formes/ 2 , ... seront un groupe de covariants 
similaires, que nous allons employer a la composition de trois in¬ 
variants I fl , T, lo, a savoir : 

I 0 en employant / avec / 1? 

B icl. / 3 , 

h id. / s . 

Ces invariants seront respectivement des degres 4 ? 8, ip., car il esl 
aise de voir que les covariants f K , / 3 , / 5 sont des degres 3, 7 et 11. 
Cela pose, nommons F<, F 3 , F 5 leurs transformees respectives par 
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la substitution canonique, on aura tres facilement ces expressions 

F = ( A, B, C, C', B r , A')(X, Y)», 

-Fi = (A, | B, | C, — { C', -}B', - A')(X,Y)^v/A, 

- Fa = (A, — -JB, — JG, 1C', i B', - A') (X, Y)« 

— F S = (A, -B, C, -C', B', —A')(X, Y)* 

d’ou I’on deduira 


j I 0 = 2 /I(AA' — 3BB'+- aGC') = a A, 
(f) Ii = -i/A»(AA'4-BB'--aGC'), 

( I, = 2 v/a» (AA'-t- 5BB'-{- ioGC'). 


Voici done un moyen d’obtenir explicitement, par les coeffi¬ 
cients de /, les trois quantiles AA', BB', CC', car le determinant 
relatif aux equations precedentes est different de zero et egal a a 6 . 
Mais les expressions generates donnees (Section IV) contiennent 
en outre la qaantite ACB /2 — A'C'B 2 , que nous obtiendrons de la 
maniere suivante : 


Considerons les covariants similaires ayant pour transformees 
canoniques 

/7 d*F A d> F 

^ dX dY Ct d\*d Y*’ 


en formant le cube du dernier on parviendra aux deux formes 

v/A(B, c, C', B')(X, Y) 3 , 
ct 

A 3 (C 3 , C 2 C', CC' 2 , C' 3 )(X, Y)», 

d’ou l’on tire toujours, par le meme principe, l’invarianl du dix- 
huitieme degre que nous nommerons I, 

I = 3 A 3 /A(BC' 3 —B'C 3 ). 

Mais, par les relations fondamentales 

AB'- 4BC'-f~ 3 C 2 = o, A'B — 4B'C -+- 3C' 2 - 0 , 

on obtient facilement 

3(BC' 3 - B'C 3 ) = ACB'2 — A'C'B 2 , 
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AtCB' 2 -A'C'B 2 := — 

A 3 /A 

Yoici done, d’apres les formules de la Section IV, la conclusion 
de notre theorie pour les formes du cinquieme degre : 

i° V expression la plus generale des invariants de ces formes 
dont le degre p. = o (mod 4 ) est 

f (Vr, -4=, 

\ a/a a 2 /Ay 


F etant une fonction homogene du degre - u. 

2° Uexpression la plus generale des invariants dont le degre 
4 u = 2 (mod 4) est 

1 F> -ii=, 


A 3 /A 


A/A A 2 /a/’ 


F* etant une fonction homo gene de degre | [jl — 2. 

Ainsi un invariant quelconque, ou au moins son produit par 
une puissance de A, est une fonction rationnelle et entiere des 
invariants fondamentaux A, I<, I 2 ? I des degrds 4 , 8, 12 et 18. Car 
les fonctions F et F < dtant homog^nes, on peut dcrire 

I=-i-F(V,M u l 2 ) et I'= - 7 J^F 1 (A 3 j AI„ I 2 ). 


Nous vojons par la se rdveler un caractere essentiel des formes 
de degre sup^rieur au quatrieme, et qui consiste en ce que les in¬ 
variants ne peuvent en general s’exprimer en fonction rationnelle 
d’un certain nombre d’entre eux supposes algdbriquement inde¬ 
pendants. M. Cayley, M. Sylvester et moi avions longtemps pensd 
qu’en general les invariants des formes de zn^ me degrd devaienl 
s exprimer par des fonctions entieres de m — 2 d’entre eux, el 
c est meme ce qui a emp&chd M. Sylvester de chercher a demon- 
trer la loi de reciprocity dont il avait aussi prdsumd l’existence, 
une contradiction necessaire s’etant manifestde entre cette loi et 
celle du nombre des invariants fondamentaux. Peut-etre cepen- 
dant, s il m est permis d’emettre une conjecture sur un sujet si 
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profond et si difficile, doit-on penser qu’il sera possible d’obtenir, 
pour les formes d’un degr^ donn<$, un petit nombre de groupes 
d’invariants fondamentaux, tjpes d’autantde series gen&rales donl 
l’ensemble comprendrait tous les invariants possibles. C’est ainsi, 
par exemple, que l’invariant da dix-huitieme degre que noas ve¬ 
nous d’obtenir pour les formes du cinquieme degre s’offre comme 
le type de tous les invariants de degre impairement pair de ces 
formes. Sur ce sujet nous allons encore presenter quelques obser¬ 
vations. 


SECTION VII. 

Recherche particuliere sur rinvariant I du dix-huitieme degre. 


Je me propose de faire voir que le carr^ de I est, non seulcment 
une fonction rationnelle, mais m6me une fonction entiere dcs 
trois invariants nomm^s A, I* etl 2 . Soit, a cet effet, 


1 2 — 1 1 j A —1~ s A 3 = 3 s J3 ct 11 — s A 2 — 8 J 2, 


j’adopterai pour invariants fondamentaux J 2 et J 3 au lieu de 1, 
ctl 2 , pour la commodity dcs calculs; et les Equations (I) de la Sec¬ 
tion VI donneront ces expressions tres simples 


CC' = 



BB' = 


J 3 -+- J 2 A 

v/AS ’ 


. A f J 3 -4- 3 J 2 A —H* A 3 
A A = —--- 

v/A5 


Cela pose, nous partirons de la relation suivante : 


i6(ACB' 2 —- A'C'B 2 ) 2 = (AA'BB'— iGBB'CC'— gC^C' 2 ) 2 — s4 2 BB'G 3 C' 3 , 

qu’on trouvera identique, en vertu des Equations fondamentales 
qu’on a entre les coefficients de la forme canonique, savoir : 

AB'— 4 BC'-+- 3C 2 = o, A'B — 4 B'C h- 3C' 2 = o. 


On peut effectivement d’abord l’^crire ainsi 
s4 2 BB'C 3 C' 3 = (AA'BB'— i6BB'CC'-- 9 C 2 C' 2 ) 2 - i6(ACB' 2 — AC'B 2 ) 2 , 

ou, en ddcomposant en produit la difference des carr^s, 

a4 2 BB'C 3 C' 3 = [AA'BB'— iGBB'CC'— 9 C 2 C' 2 h- 4 (ACB' 2 --A'C'B 2 )] 
X [AA'BB'—i6BB'CC'- 9 C 2 C' 2 - 4(ACB' 2 —A'C'B 2 )]. 
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Maintenant les equations 

3 C 2 = 4BG' — AB', 3 C'~ = 4B'C — A'B, 

donneront, si on les multiplie membre a membre, 

9 C 2 C' 2 = i6BB'CC'-h A A' BT3'— 4(ACB' 2 -h A'G'B 2 ), 

et, en substituant cette valeur de C 2 G /2 dans chacun des facteurs, 
on verra le premier devenir 

8 ACB' 2 — 3sBB' CC' = 8 B' C(AB' — 4 BC') = — a4 B' G», 
et le second se reduire d’une maniere semblable a 

SA'C'B 2 - 32BB'CC' = 8 BG'( A'B — 4 B'C) = — 9.4 BC 1 *, 
d’ou suit l’identitd annoncee. L’expression du carrd de 

ACB's —A'C'B* 

etant alors ramenee a ne plus dependre que des quantilds 

AA', BB', CC', 

on trouvera, par la substitution des valeurs de ees quantitds, une 
fonction des invariants A, J 2 , J 3 , et, en chassantle ddnominateur, 

i6A 1 o(AGB' 2 — A'C'B 2 ) 2 

= ( — 24 JI — 1 2 J2 J3 A H— 3 J | A 2 -4- J3 A 3 -4— J2 A 4 ) 2 — 2 1 2 J3 (J3 ■+■ J 2 A 

Or il arrive que le second membre contient en facteur A 3 , de sorte 
qu’en supprimant ce facteur il viendra 

16 A 7 (ACB ' 2 — A'C'B 2 ) 2 = 16 1 2 

= — a4Js(*Ji + 3 J|)-h 3AJ 2 (3J 3 — 24 J 2 ) — 18 A 2 Jf J 3 

- 4 " A 3 ( J | -f- 6 JI ) -4- 2 J 2 J3 A 4 -1— J | A 3 , 

ce qui est une fonction entiere des trois invariants fondamentaux 
A, J 2 et Jg ^ 1 


(’) Dans les Sections VI et VII nous avons fait quelques cliangements en em~ 
ployant de suite les notations dont M. Hermite se sert dans la suite du M^moire- 
Kn outre, la revision complete des calculs faite par M. Stouff nous a conduit & 

„ ,7 : n 1 . „ m • a _ j* _ -m r-w 


SECONDE PARTIE. 


Depuis que la premiere Par tie de ces recherches a ete terminee, 
encourage par la manure si bienveillanle dont elles ont ele ac- 
cueillies par mon ami M. Sylvester, j’ai repris avec une nouvelle 
ardeur l’etude alg^brique des formes du cinquieme degre, et je 
vais y consacrer cette seconde Parlie de mon travail en I'eservanl 
en dernier lieu les considerations arithmetiques que j’ai annoncees 
dans Flntroduction. C’est sur une notion analytique nouvelle, celle 
des formes-types, qui sera lout a l’heure exposee en detail, que se 
foudenlles resultats nouveaux que j’ai obtenus. Cette notion est 
essentiellement propre aux formes de degres impairs, avec la seule 
exception des formes cubiques qui y echappenl comme un cas sin¬ 
gular. Pour les formes de degres pairs il existe quelque cliose 
d’analogue, mais qui, jusqu’a present, ne s’esl presente a moi que 
d’une maniere plus compliqu^e. Aussi en parlerai-je seulement 
pour remarquer que les formes biquadratiques font alors excep¬ 
tion, de sorle que les formes des premiers qualre degres, pour des 
raisons diverses, doivent etre consid^r^es comme pr^senlant des 
cas singuliers dans les theories g^n^rales qui ont pour objel les 
fonctions homogenes k deux ind£terminf;es. C’esl done, au seul 
point de vue alg^brique, un champ plus vaste et plus fecond de 
recherches, qui s’ouvre k partir des formes du cinquieme degre, 
ou Ton voit apparaitre le r6le curieux d’elements analytiques, qui 
n’existent pas pour les formes de degres inferieurs. D’ailleurs c’est 
dans les m^thodes simples et faciles qui se pr^sentent dans cette 
etude qu’est l’avenir de la science algebrique, car elle seule peui 
dormer les Aments qui distinguent et caracterisent les divers 
modes d’existence des racines des equations generates de lous les 
degres. J’esp^re que cette derniere consideration recevra sa sanc¬ 
tion de ce que nous allons d^velopper en particulier sur les formes 
du cinquieme degr^. 
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SECTION I. 

Des formes-types. 


La notion des formes-types repose sur Fexistence des covariants 
lineaires, dont il a etd deja fait mention precedemmcnt, et qu’on 
obtient de la maniere suivante : 

Soil, en employant la notation de M. Cayley, 


f=(a,b,c , .. c\ U, a') (or, y ) m , 

ane forme de degre impair, 

0 = [ah' — (m — i) bc'-h ..., 

a a '— ( m ~ 2 )bb'-+-. . bet' — ( m — i) b' c -h... ] (a? 2 , xy, y 2 ), 


le covariant quadratique de/, et A Finvariant de 9. Nommons S la 
substitution au determinant un et aux variables X, Y, qui trans- 
forme 0 en y/A.XY; cette meme substitution, faile dans la pro- 
posde fj donnera ce que nous avons nomme la transformee 
canonique 

F = (A, B, C, ..., C', B', A')(X,Y)- 


Ainsi le caractere essentiel de la forme canonique F est que le 
covariant ©, analogue a 9, se rdduise a y/AXY; les coefficients A, 
B, .. . sont done 1x6s par les relations 

(!) AB' — (m— i)BG , + ... = o } A' B — (/?i — i) B' C = o. 


Ceci rappels, voici comment s’obtient un covariant lindaire a 
de la forme f. Elevons 9 a la puissance de ~(m — i), ce qui don- 
nera un covariant du degre m — i en x et y : puis meltons y el 
— x au lieu dex el y\ cela fait, en remplagant un terme quel- 
conque x a yP, par ? on obtiendra, comme on sait, encore 

un covariant de /, et ce covariant sera bien du premier degre. 
Mais il est essentiel d’dtablir qu’il ne s’dvanouit pas identique- 
ment. Soit, a cet effet, A la transformde de X, par la substitution S; 
on aura 




dm-l p 


dx- 


[m— 1 ) 


dy 


: (tn—1 
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supposant done 


d m ~ i F 


daS [m - l) 


= GX h- G'Y, 


A ne pourra s’evanouir identiquement qn’autant qu’on aura 
G=o, G' = o, mais ces relations ne verifient pas les equa¬ 
tions (i), sauf le cas des formes cubiques. Dans ce cas, en effet. 
ajant 

F = (A, B, B' ; A')(X, Y)», 


A sera 


6\/A( BXh-B'Y), 

mais les relations (i) 


AB'-B*=o, A' B — B f 2 = o 


cxigeront que B= o, B' = o. On en deduit effectivement 


d’ou 


AA'BB' = B 2 B r s, 
BB'(AA' — BB') = o. 


Si done le produil BB' n’est pas suppose nul ? il faut qu’on ail 
AA'— BB'—o, ce qui conduit a la consequence absurde que 
I’invariant 

(AA' — BB') 2 — 4( AB'— B 2 ) (A'B — B' 2 ) 


de la forme cubique esl egal a zero. Les co variants lineaires n’ont 
done d’existence effective qu’a partir des formes du cinquieme 
degre 

/ = («> c, c r 7 b', a") 0,yp, 

mais pour ces formes il y en aura un nombre infini, dont les degres, 
par rapport aux coefficients a, b, c, . -serontla s^rie des nombres 
impairs, 5 , 7, 9, .... 

Le covariant du cinquieme ordre sera celui que nous venons 
d’obtenir et dont le transforme par la substitution S est 

iaoA(CX-+-C'Y); 

le covariant du septieme ordre resultera du precedent, en y rem- 
plagant x et y par el — d’autres pourront s’obtenir en 

multipliant les precedents par des invariants de/. En se bornant 
a prendre pour multiplicateur une puissance de A, on obtiendra 



3l8 OEUVRES DE CHARLES HERMITE. 

ainsi des covariants lineaires dont les degres par rapport aux coef¬ 
ficients de / seront les nombres 5 et 4 ^+ 7 ? c’est-a-dire la 

serie des entiers impairs a commencer par 5 . Nons en conclurons 
par la loi de reciprocite que toutes les formes dont les degres sont 
des nombres impairs a partir de 5 possedent un covariant lineaire 
du cinquieme degre par rapport a lears coefficients, et il est ti'es 
facile d’etablir qu’elles n’en possedent pas dont les degres soienl 
au-dessous de cette limite. Mais pour abreger j'omellrai ce detail, 
et j’arrive immediatement a la definition des formes-types. Soienl, 
a cet effet, X el deux covariants lindaires dislincts pour une 
meme forme /; designons par S la substitution 

^ = £1 ^1 — 7 ): 

et par la transform^e de / en q et vp Je dis que les coefficients 
de cette forme <t> seront tous des invariants de f 

Pour le demon trer, voyons ce que deviennent les operations 
pr^cedentes en prenant pour point de depart une forme trans- 
fonnee de /"par une substitution quelconque S. Soit 8 le determi ¬ 
nant relatif a cette substitution S, V et X' les covariants analogues 
a X et X 1 . En multipliant par des puissances convcnables de 8, 
par exemple 8 a et §P, chacune des Equations 

V = S', 

1 \ = r/, 

il r^sulte de la nature meme des covariants que les premiers 
membres pourrontalors etre censes provenir du r^sullat de la sub¬ 
stitution S dans X et Xj. Ainsi par rapport aux quantiles o a q ; , oPv/? 
la substitution analogue a 2, c’est-a-dire la substitution par 
laquelle 8 a £ ; et SPy/ s’expriment en x ! et y 1 , sera 2' = 2S ? el son 
inverse, qu’il faudra effecluer dans sera 2 /- "* = S" 1 E“*. Or on 
voit qu’eneffectuant en premier la substitution S*" 1 , f redevicnt/, 
et qu’en faisant ensuite la substitution 2” 1 on est ramene pr^cise- 
ment a la forme par rapport aux indetermin^es 8 a De la 

resulte que les coefficients des formes <£, relatives k f, ct a une 
transformde de /, ne different que par des facteurs qui seront des 
puissances du determinant de la substitution; ces coefficients 
seront des invariants de /; et c’est pour cette raison que nous 
donnons a <E> la denomination de forme-type . 
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SECTION II. 

Galcul de la lorme-type du cinquieme degre. 

La definition que nous venons de donner lie specifie pas les 
covariants lineaires qu’il faut employer dans la substitution qui 
conduit aux formcs-lypes; il suffit que ces covarianls soient bien 
distincts, c’est-a-dire que le determinant relalif a la substitution 
effectuee soit different de zero. Mais dans le cas des formes du 
cinquieme degre, que nous allons etudier, nous ferons choix des 
deux covarianls lineaires les plus simples, qui sont respectivemenl 
du cinquieme et du septi&me degre par rapport aux coefficients 
de la forme proposee. En effectuant dans ces covariants la sub¬ 
stitution S qui transforme f dans la forme canonique F, ils 
deviendronl 

A = 120 A (CX -f- C' Y), Xi = mo 4 \/I ( GX - G'Y), 

expressions Ires simples, qui nous conduisent a faire le calcul de 
la forme-type, en opdranl sur la transformec canonique F, ce qui 
est permis, puisqu’on parviendra identiquemcnt au meme resultat 
en prenant pour point de depart toute transformec de /, par unc 
substitution au determinant un. Cela pose, ayanl 

F=(\, B,C,C',B',A')(X,Y)s, 

nous ferons, en supprimant un facteur numerique, 

A(CXh-G , Y) = L Av/a(CX- G ; Y) = r„ 

et si nous repr^senlons la transform^ cn £ cl 71 par 

C I> =(*, 55, €, 

il viendra ces expressions, 

A = _ * — 1 AC's + A'Cs-h 5BCC'» -+- 5B'C' C‘h- aoCsC's), 

(2CC'A) s 

5J = - 1 - (AC'S — A'C3+ 3BCC'*—3B'C'C*), 

( 2 CC'A)S /a 

« = (AC'S+ A'Cs-h BCC's-+- B'C'C» —4C»C'»), 

(aGCi A)®A 
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v\ 

(r f = _?- = (AG' 5 — A'C 3 — BCG' 4 B' C' C 4 ), 

(2 CC' A )* 

23» = _ 1 _( \C' 5 -4- A' C 5 — 3 BGC' 4 — 3 B' G' C 4 -4- 4 C 3 C' 3 ), 

(2 CC'A p A' 2 

<y = 1 A'C 3 — 5 BCC' 4 h- 5 B'C'C 4 ). 

(2 CC' A) 5 \J A' 3 

Dapres les theoremes donnes au commencement de ces re- 
eherches, on reconnait tout de suite qu’elles sont Lien, comme 
nous l’avons annonce, des invariants de la propos^e/, et qu’elles 
s'exprimeront rationnellement par les fonclions que nous avons 
nominees A, J 2 , J 3 , et par l’invariant du dix-huitieme ordre I. 
Mais ici se presente cette circonstance imp or lante, qu’ellcs 
contiendront en denominateur le seul invariant J 3? sans qu’on y 
voie %urer A, comme on pouvait s’y attendre d’apres la th^orie 
generale. Pour le faire voir, rappelons d’abord ces relations qui 
rxistent entre les invariants et les coefficients de la forme cano- 
nique, savoir : 

AA f = -. (J3 -4- 3 A J2 -4- A 3 ), 

V /a 5 

BB' = .. ( J 3 ~ 4 “ A J-2), 

vA 3 

CC = -J= Ja, 

V /a 5 

ACB'-— A' C'B 2 = —L 1 . 

/AT 

Nous en deduirons les valeurs des quantites AC' 3 ± A'C 5 el 
BC' 3 =e= B'G 3 , qui figurent dans les coefficients A, B, par les 
filiations suivantes : 

36 (AC*h-A'CS) 

= ( AA' 4 -i 6 CC')(AABB' 4 -i 6 BB'CC' — 9 C 2 C' 2 ) —64 AA'BB'CC', 

12 (KG' 3 n-B'G 3 )= — AA'BB'-4- 16BB'CC'-h 9C 2 C' 2 , 

9 (AC' 5 -A'C*) = (16CC' — AA') (ACB' 2 — A'C'B 2 ), 

3 ( BC' 3 — B'G 3 ) = ACB' 2 — A'C'B 2 . 

^es equations deviennent effectivement identiques, en vertu des 
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relations fondamentales qui Kent les coefficients de la forme cano- 
nique, savoir : 

AB r — 4 BG r •+• 3 C 2 = o, A. r B — 4 B r G -f- 3 G ^ = o. 

Quant a la m6thode tres facile par laquelle on les obtient, je 
pense pouvoir la supprimer pour abreger, car elle se presentera 
d’elle-meme au lecteur qui se sera bien penetre des principes de 
ces recherches. On en deduit 

o3l'=- - -— (CC'— AA')( ACB' 2 — A'C'B 2 ) = — I ft* 4 '3 —> 

(2CC'A)5/A 6 ' 2‘J^ 

o€'= - ' -— (i3CC'—AA.')(ACB' 2 —A'G'B2) = _I ft-'I -1- 3 AJ * ~ 12 J i, 

(aCC'A)*A* 45J 3 

qj =- l - -- (a5 CC'—AA')(ACB' S —A'C'B 2 ) = — I - V ^ 3 A * Jii ~ ^ A J ». 

(aCC'A)»/* 

Le calcul des trois autres coefficients est un peu plus difficile 
et donne pour r^sultals 

36*'= [—8iC*C'*4- i i a BB'C*C'* — 9 AA'C 2 C' 2 

( 2 CC A) b A 2 u 

— 23 A A' BB'GG' + A 2 A' 2 BB'] 

= -A 3 - [AS J 2 -4- A ; ' j 3 -+-()A3 j |— i5A 2 J,J 3 — 3A(ioJ§- 3 J|) — 5f J 3 J? j, 

36C = , pp !,77 [— 261 C-> C'» ■+- 3o.{ BB' C* C ' 2 — 9 AA' C 2 C'* 

< * C ' — 35 AA'BB’CG'-f- A s A ,J BB‘] 

= ;-A_ [A 6 Js +ASJj + 6 A»Ji —27A»J,J, -3A»(i4J| —3J|) 

— gO A J 3 J I -+- I 4 4 J 2 J 3 ] > 

3631 = , G ^ - A) -[711 C’ C'* +■ 496 BB' C 2 C'* — 9 AA'C 2 C'* 

— 47 AA'BB'CC' -+- A 2 A' 2 BB'J 

= [ATJuH-ASJa+eASJl-SgAUsJj— 9 A»(6J*-J1) 

— 126 A 2 J 3 J| H -288 AJU J| t f 5a J § J. 


Ainsi, il est d6montr6 par le calcul que les coefficients de la 
forme-type deviennent des fonctions emigres des quatre inva¬ 
riants fondamentaux lorsqu’on les multiplie par et c’est la une 
remarque qui nous conduira plus loin k des consequences impor- 


H. - I. 


21 
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SECTION III. 

L 5 equation generate du cinquieme degre est ramenee a ne dependre 
que de deux parametres. 

Ce resultat suit immediatement de F expression de la forme-type 
que nous venons d’obtenir. Qu’on fasse, en effet, 



et Fon pourra ecrire 

* = (-31* jS 0 «o v/A 5 , «i /a 2 , K /A, ) (£, r,)», 

S 0 , S 0 > * • *3 designant respectivement ce que deviennent les niund- 
rateurs dans S, 23 , quand on y remplace A, J 2 , J 3 par i, K, K'. 
Nommons de meme I 0 ce que devient alors Finvariant I, il est 
clair qu’il suffit de mettre 1 0 y/A ? au lieu de *q, pour ramener 
Fequation $ = o a contenir seulemenl les deux parametres K 
et K'. Et s’il arrive que A soit une quantile negative, la reduction 
sera aussi bien obtenue en remplacant vj par y\ I 0 \J — A ; c’est la 
seule quantite irrationnelle qui figure dans la substitution, el il est 
aise de voir que Firrationnelle I 0 \/A disparaitra dans Fdquation 
transformee, de sorte que KetR entreront rationnellement dans 
le resultat. L’equation a laquelle nous mene ainsi la notion des 
formes-types n’a pas la simplicity apparente de la rdduite de 
Fequation du cinquieme degrd qu’a obtenue Jerrard, mais elle 
met en evidence les fonctions des coefficients dont depend essen- 
tiellement la nature des racines, et tandis que Fing^nieuse decou- 
verte du geometre anglais est reside jusqu’ici sterile, nous allons 
pouvoir immediatement tirer d’importantes consequences de.notre 
transformee. 
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SECTION IV. 

Les invariants de tous les degres des formes da cinquieme degre 
sont des fonctions entieres des quatre invariants fondamentaux 
a, J 2 , J 3 et I. 

Dans la premiere Parlic de ces reclierch.es, j’ai oblcnu pour 
les invariants dont le degre est = o ou = 2 (mod 4) les expres¬ 
sions generates 

e 0 (j 3 , aj 2 , a 3 } iOi(j 3 , aj 8 ,a3) 

AH- AH 9 

ou enlre en denominateur une puissance de A; mais on peul allcr 
plus loin el parvenir a des expressions entires par la considera¬ 
tion de la forme-type. En effet, <& (Slant une transformde de f : par 

une substitution lineaire au determinant -i-j coimne il est ais6 de 

2 J3 

le voir, Lout invariant de f s’exprime au moyen d’une fonction 
semblablc des coefficients de <D, multiplied par une ccrtaine puis¬ 
sance de J 3 . Mais ces coefficients de la forme-type sont, comme 
nous 1 ’avons elabli, des fonctions entieres des invariants fonda¬ 
mentaux divi sees par une puissance de J 3 ; done deja, lout inva¬ 
riant de la forme proposee est une fonction entiere des invariants 
fondamentaux, 011 au moins une pareilie fonction clivisec par une 
puissance de J 3 . Dislinguanl maintenanl les deux cas ou le degre 
des invariants est ~o ou = :i (mod 4 )? nous l'cconnai Irons bicn 
aisdment que Texpression gendralc 

F(A, Jt, Ja, I) 

■-r-’ 

ou F est une fonction entiere, se rdduil dans le premier a la forme 

H 0 (A, J-2, J3) 

-r-’ 

J a 

et dans le second a la forme 

IHj(A, J 2 , J 8 ) 

H 0 et H* £tant pareillement des fonctions emigres. Cela suit, en 
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effet, de ce que le carre et les puissances paires de Pinvariant I d u 
dix-huitieme degre s’expriment en fonction entiere de A, Js> 

Voici done, par exemple, pour les invariants dont le deg esl 
multiple de 4 ? deux expressions differentes qui doivenl etre ega 1 os : 

0 O (J 3 , AJ S , A*) _ H 0 (A,J S , J,) 

A? jv 5 

or les trois quantiles A, J 2 , J 3 qui y figurent n’ont entre elles au~ 
cune relation et doiventetre consid^r^es comme absolumeixt in d(i- 
pendantes; l’egalite 

Hq(A 1 J 2 , J 3 ) Qp(J 3 , AJU, A 3 ) 

JV 3 ” ^ 

entrame done que H 0 est divisible par P 3 et 0 par A^ ? e’est— a-dire 
que les invariants en question s’expriment en fonction entiere clc 
A, J 2 et J 3 . Quant au second cas oil le degre est = 2 (mod /| ) ? d 
se traite tout a fait de meme, car il conduit a 1 ’egaJite 

1 (J3? AJ25 A 3 ) IHi (A, J>, J 3 ) 

A^ “ ’ 

qui, apres la suppression du facieur 1, coincide avec celle qu’on 
vient d’obtenir; ainsi done, en general, tout invariant d’une forme 
du cinquieme degre, dont le degr£ par rapport aux coefficients 
est = 0 (mod 4)? est une fonction entiere de A, J 2 , J 3 , et tout in¬ 
variant dont le degre est = 2 est le produit d’une pareille font- 
tion multipliee par l’invariant I du dix-huitieme degre. Les expres¬ 
sions suivantes : 

Sa.A'Jj Ji", I Set. A*J^, 

ou les quantites a sont numeriques, represented done tous les in¬ 
variants des formes du cinquieme degre, d’ou Ton voit qu’il ex isic 
autantd’invariants lineairement independants, d’undegre donn <5 m , 
qu’il y a de solutions entieres et positives de l’une ou l’autre de 
ces Equations 

4 i H-* S i —f— 12 l == 771 , 

18 —j— 4 i H- 8 i *+* 12 i u = 77i. 

On en conclut, par la loi de reciprocity, que les formes cl’un 
degre quelconque m ont autant d’invariants du cinquieme clegrd 
par rapport a leurs coefficients qu’il j a de solutions emigres et 
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positives des memes equations. Ainsi, parmi les formes dont le de- 
gr6 est impairement pair, il faut aller jusqu’au dix-huitieme degre 
pour renconlror un invariant du cinquieme ordre. 


SECTION V. 

Recherche particuliere sur le discriminant des formes 
du cinquieme degre. 

MM. Cayley et Sylvester nomment, comme on sail, discrimi¬ 
nant d’une forme /ler^sultatde l’diiminationde ~, entre les deux 
equations homogenes 

df df 

doc ~~ °’ dy~~ °* 

On obtient ainsi pour une forme de degr6 m un invariant de degre 
2(m — i) qui, egale a zero, exprime que /a un facteur lin^airc 
elev£ au carr£. Dans le cas des formes du cinquieme degr6, le dis¬ 
criminant cst done un invariant du huitieme ordre, et qui, d’apres 
la theorie pr<£c^denLe, doit etre de cette forme aj 2 + a'A 2 , a et a! 
^tant numdriques. Mais nous allons en former l’expression par une 
m^thode particuliere et sans supposer les rdsultats gfe^raux ^ta- 
blis dans la prdc^dente Section, dont nous voulons offrir ainsi une 
confirmation dans un cas special ires important en lui-meme. 
A cet elfet, nous nous proposerons gdn< 5 ralement d’obtenir les va- 
leurs des invariants fondamentaux, lorsqu’il existe un facteur li- 
neaire 6 ley& au carrc dans la forme proposde, e’est-a-dire lorsqu’on 
peut lui donner cette expression 

/= (o, o, «, b, c, d)(at, y)K 

En observant qu’on peut mettre x + ky au lieu de x sans quo 
les deux premiers coefficients cessent d’etre nuls, disposons de 
cette quantity k de maniere a faire 6vanouir le coefficient de xy 
dans le covariant quadratique 0 . Nous aurons ainsi une transform^ 

/i = (o, o, a u b u ci, d x ){x,y)*, 

et il faudra que les nouveaux coefficients vdrifient la condition 
a K b { = o. Comme nous ne voulons point admettre de facteurs li- 
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neaires a la troisieme puissance, il faudra faire b^ — o, et, si l’on 
ecrit ainsi f K sous la forme 


/i = 


4 

°’ °>Si 



(**, y)\ 


lc covariant 0 sera 



a 2 



ce qui nous conduit a remplacer encore ^ el ^ par X et Y. Nous 
trouverons de la sorte cette transformee des formes a facteur 
lineaire double 

jDY».+.0(3XY*-f.8X»Y*), 


ou p et q sont des constantes quelconques, et qui a pour 
riant quadratique 


48 <? 2 


(X 2 — Y 2 ). 


cova- 


Cela etant, il suffira de mettre X 4- Y et X — Y au lieu de X et Y 
pour obtenir la transformee canonique, qui sera 

F = />(X —Tf)« + ?(X-Y)*(X + Y)[3(X-Y)> + 8(X + Y) 2 ], 

= /?(X — Y ) 5 -+- <7 (X — Y) 2 (Xh-Y)(jiX 2 h-io XY - 4 - i i Y 2 ), 

= (p + "<h—p — -\qip — qi—p — q,p — \q, —p-huq)(X, Yp. 


Voici done en fonction des deux indeterminees p et q les valeurs 
suivantes, propres au cas d’un facteur lineaire dleve au carre dans 
la forme propos^e, savoir: 


AA'=--^-*-i2igr 2 , BB' = —5^. <7*, CC'= -p*-+-q^ 
ACB' 2 - A.'C'B* = lt*pq(*p* + q*). 

On en tire 


V/A = 


3.2*0 

25 


J 2 

/I* 


3.23 




d’ou cette conclusion importante 

A 2 H- 2 7 J 2 = O. 



'P, 


Le discriminant des formes du cinqui&me degr£ estdonc obtenu, 
puisque nous avons un invariant du huitieme ordre A 2 -f- 2 7 J 2 qui 
s’evanouit lorsqu’on suppose deuxracines egales dans ces formes, 
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cl il se presenle bien sous la forme valide d’apres notre theorie 
generate. Exprimd par lcs coefficients de la forme canonique, il a 
c.ettc valour ’ 

discriminant — A 2 -i- a 7 J* = /la (AA'-t- .21 BB'- Ia6 CC'), 

de sorle qu’on a un proccde arilhmetique facile pourcalculer dans 
un cas donne ccllc function, si importante. Remarquons encore, 
avanl d’aller plus loin, la quantity 

2 r > A 3 — aiijj, 

qui s’evanouit si la forme proposde contientdeux facteurs lineaires 
diffdrenls clcves clmcun au carre. Si l’on cherche, en eflet,le dis¬ 
criminant de la forme cubique 

F 

(XTyjs =/ j (X- Y)3h- 7 (X +Y)(u»4 ioXY-hiiY 2 ), 

on lc trouvcra, abstraction faite d’un facteur nunterique, egal a 
-b <7") el, d’aprOis lcs relations prec^dentes, cette valeur 
s’exprimc ainsi 

9 /) A 3 —■ 9, 11 J 3 

‘2 a- 1 . 

3.a 2 »A 2 

Dans un inslant nous aliens reconnaitre le r 61 e important que 
jouc ccllc quantity ( 1 ). 


SECTION VI. 

Expression par les invariants fondamentaux du nombre des racines 
reelles et imaginaires de toute equation du cinquieme degre. 

La possibility d’un parcil r^sultat est une consequence imme¬ 
diate de ccs deux propriduSs de la forme-type, d’etre une trans¬ 
form par unc substitution r^clle de la forme proposee, et d’avoir 
pour coefficients des invariants. Mais on sent combien il y a loin 
d’une telle possibility him r6sultat effectif; aussi, depuis l’epoque 


( 1 ) Dans lc cas d’une forme contenant au cube un facteur lin^aire, tous les 
invariants s^vanouissent, comme cela r^sulte d'un th^oreme g 6 n£ral donn£ par 
mon ami M. Cayley dans le Journal de Crelle. 
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ou je communiquais pour la premiere fois cette vue a mon ami 
M. Sylvester, avais-je desespere d’aller plus loin, l’application du 
theoreme de M. Sturm n’etant pas praticable sur liquation litie- 
rale et compliquee qui aurait la forme-type pour son premier 
membre. 

La methode suivante, a laquelle je ne suis parvenu qu’apres 
bien des efforts, me semble peut-etre meriter un instant d’aMen¬ 
tion, car elle offrira, si je ne me trompe, une etude algebra que 
complete des racines de liquation gen^rale du cinquieme degre, 
sous le point de vue de la distinction de ces racines comme quan- 
tites reelles et imaginames, loi'squ’on attribue aux coefficients 
toutes les valeurs reelles possibles. Je ferai priceder cette recherche 
de quelques lemmes, afin de ne pas interr*ompre par la suite l’ordre 
des raisonnements. 


LEMMES PRELIMINAIRES. 

Lemme I. — Le produit des carves des differences des ra¬ 
cines d' une equation de degre quelconquej{x ) = o est positif 
ou negatif, selon que Le nombre des racines imaginaires de 
cette equation est = o ou = i (mod 4 )* Supposons cette propo¬ 
sition vraie pour une equation dhin degre determine f(x) — o, 
nous allons demontrer quelle subsiste pour la nouvelle equa¬ 
tion 

F(x)=(x — oc) (a? — P)/ (x) = o. 

Soient en effet D et D les discriminants, ou, pour plus de piici- 
sion, les produits des caries des differences des racines des equa¬ 
tions F = o, f= o; on trouvera sans difficulte 

D’ou l’on voit qu’en supposant reelles les racines a et ( 3 , D et D 
seront de meme signe, tandis qu’en les supposant imaginaires con- 
juguees,D etD seront de signes contraires, car le produit /(»)/(( 3 ) 
sera positif, et le facteur (a — j 3) 2 negatif. La proposition annoncee 
se verifie done a l’egard de l’equation F = o si elle a lieu pour li¬ 
quation /= o; ainsi elle est generale, puisquille est vraie dans le 
cas du second degre. Les exemples suivants montreront deja un 
usage de cette remarque. 
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Consid^rons line forme biquadralique 
/=(<*, b , b', a ') r)'-= a(oc — oy)0 — £ 7 ) (>-- 77 ) (a? — 07 ); 

soient I Finvarianl du second ordrc 

act '— \ bb' -f- 3 c 2 

et D le discriminant 

Je dis qu’en snpposant 1 < o la forme proposde aura deux ou 
quatre racines imaginaires, suivanl que D sera negatif ou posilif. 
On a, cn ciTcl, ce qui se verifie Ires aisemenl, 

I = aa , — 4^ , H-3c 2 = ™ |( a ——8)* 

-4- (a — Y )*(P--8)*H-(a-8)Mp —?)*]; 

done, Ftvypolhesc 1 < o exclul le cas ou loulcs les racines sonL 
r<$elles, el le lemme pr<$c<$denl suffil pour distingucr Fun de raulre 
les deux aulres cas seuls possibles ou le nombre des racines ima¬ 
ginaires esl deux ou qualre. Quclquc chose d 1 analogue a lieuaussi 
pour le cinquieme degrfi; nous allons Findiquer, bien que nous 
n’ayons pas a nous cn servir par la suite. Soicnl 

/ = (<*! b > c \ V, <*')(** y)* 

= — ay) (x— $y)(x — 77 ) 0~- oy)(x ~ zy), 

D le discriminant, a 8 (a— ( 3 )-... et A Finvarianl qui figure dans 
nos rcclierchcs, savoir 

(««'- 3M'H-acc')* — 4(a6 f —-4 &c'h- 3c 2 )(a'& — 4^'cH-3c' 2 ); 
on trouvera 

A = ~ Si* s(a —O-8)* ( s-»)*(*-«)*. 

le signe 2 sc rapportant aux termes qu’on d^duit de celui que 
nous avons dcril par les permutations des racines. 

II s’ensuit que, en snpposant A positif, la forme aura des racines 
imaginaires, el, commc pr^cdjdemment, elle en aura deux ou 
quatre, suivanl que D sera ndgalif ou positif. 
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En passant, remarquons encore cette relation 

D = a s (ct — j3) 2 .. . (o — £ ) 2 = 5°(A 2 4 - 2 7 J 2 ). 

Lem me II. — 11 a ete remar que (Section II) que les coeffi¬ 
cients de la forme-type avaient pour comniun denominateur 
( 2 J/) 5 ; d’apres cela } et pour plus de commodite } nous const- 
deronspar la suite au lieu de cp la.forme (2J 3 ) 5 cp, c 7 est-d-dire 
nous ferons 

<t> = (A, B, C, C', B\ A')(?,t)) b , 

les coefficients n 7 off rant plus J 3 en denominateur et ay ant ainsi 
pour valeurs 

36 A = A" J 2 + A6J3 + 6AS J| — 39 A* Jj J 3 — 9 A* (6 J* — J|) 

— 12,6 A 2 J 3 J I - 4 - 288 A J | J 2 -}- 11 5*2 J 3, 

36G = A 6 J- 2 -4 A 5 J 3 - 4 - 6A 4 J|— 27A 3 J 2 J 3 — 3 A 2 (r 4 Jf — 3 Jf) 

— go A J 3 J | -f- 1 4 4 JI *L j 

36B'= A«J 2 -h A*J 3 + 6A3J| — i5A 2 J 2 J 3 — 3 a(ioJ§ — 3 J») — 54 J 3 J|; 

9 B = — I(A 4 -+-3A 2 J 2 --'24AJ3), 

9 C r =—I(A 3 -4-3AJ 2 — 12 J 3 ), 

g A f = — I (A 2 -4- 3 J 2 )• 

Cela pose, on aura ces relations remarquables, 

( AB' — \BC' h- 3G 2 = i6AJ:>, 

d) A f B —4 B , Gh-3C , s = — i 6J'*, 

( AA' - 3 BB' -4- 2 CC'= o. 

(»> j A-»AC+.>!>' = S.lj, 

les premieres resultent de l’expression du covarianl quadratique 
de qu on obtient bien aisement. Effectivement, cette forme <I> 
pro\ient, par le fait de la suppression du denominateur (2 J 3 ) 5 , de 
la transformee canonique F, par la substitution 

A(CX-hC'Y) = 2 J 3 ? 5 A \/a (C X — G' Y) = 2 J z r t : 

done son covariant quadratique proviendra, par la m£me substi¬ 
tution, du covariant \/AXY relatif a F, multiple par la quatriAmc 
puissance du determinant de la substitution, e’est-i-dire par 
( aJ *) 4 ’ Gela domie P°uHe covariant quadratique de la forme-type 



cette expression remarquable, 

i6J|(Ag*— yj*), 

d’ou l’on tire de suite les equations (i). 

En reclierchant de la meme maniere le covariant linEaire du 
cinquieme ordre de la forme-type, on obtiendra la valeur 

J 3 ) l 3 S; 


mais, d’apres la loi generate de formation (Section 1 ), ce covarianl 
sera 


A 2 


d> <T> 


dr\^ 

— i xo . a 8 J J 0 [(A 


a A 


d k U> cV* ( I> 
dp dr { 1 dp 
a A G A 2 B') J -h ( B — a A C' -H A 2 A') tj “], 


d’oii Ton conclutlcs relations (2). 

II serait tres important, pour la tliEoi'ic des formes du cinquieme 
degrE, de calculer, com me nous venons de le faire, les valeurs 
d’un plus grand nombre de covariants de la forme-type; on recueil- 
lerait ainsi des EJEments prEcicux d’observation qui pourraient 
Eclaircr la nature des rapports de ces covariants avec la forme dont 
ils tirent naissanec. Pourlc moment, nous ne pouvons nous empe- 
cher d’appeler 1’attention du lecteur sur la simplicity des equa¬ 
tions que nous venons de trouver entre les coefficients si compli- 
quEs de la forme-type; dies vont nous donner une demonstration 
facile de la proposition suivante, (ju’il importe d’6tal)lir pour la 
recherche spEciale que nous avons cn vuc dans cette Scclion. 

Lemme III. — UEquation du quatribme degr6 par rapport 
d J qidon forme en egalant ci zero Vinvariant du dix- 
huitieme ordre, a toujours deux racines rdelles, et deux ra¬ 
tines imaginaires. 

D’apres la valeur que nous avons obtenue pour I-, cette Equa¬ 
tion cst 

jlG 1 *= A*J|H-aM J2J3-+- A»(JJ-hf)JD — 18 A 2 J|J 3 

-h3A(3JJ —a4JiJl)—a4(aJJ-H3Ji J 8 ) = 0 , 


ou, en ordonnant par rapport k J 2 , 


q A J 2 H— () ( A 3 — 12 J3 ) J | H— ( A 3 — 18 A 2 J3) J | 

-b (2 A ,f J 3 — 72 A J|) J a -H A 3 J| — 48 J| = 0. 
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Elle est, comme on voit, assez compliquee pour qu’on puisse 
h^siter a y appliquer le theoreme de M. Sturm; mais heurcuse- 
ment elle admet ime transform^ Ires simple. Effectivement, pour 
une valeur de J 2 qui satisfaita cette equation, les coefficients A, C, 
B ; donnent, en vertu des equations (r) et (a), 

AB'-h 3G 2 = i 6 AJj>, 

B'C = 4 J|, 

A — a A C -+- A 2 B' = 3a J j|, 

puisque B, C', A', conlenant I en facteur, s’annulent. Or, cn dli- 
minant A et B', on trouve 

3 0— 8 AJ|C 2 H-ia 8 J|G — i 6 A 2 JJ° = o. 

Ce resultat paraitra bien remarquablc, si l’on a egard a la com¬ 
plication de la valeur de C exprimee en fonction de J 2 ; quoi qu’il 
en soit, cette fonction etant rationneJle et entiere par rapport a J 2 , 
il suffira de raisonner snr liquation en C, et d’^tablir qu’elle a 
bien deux racines reelles et deux racines imaginaires. Or le pre¬ 
mier point resulte de ce que le dernier lerme esl essenliellemenl 
negalif, et le second de ce qu’en faisant 

3C 4 — 8 AJ|G 2 -i-i 28 JfG — 1 6 A 2 J J 0 = {a,b,c, 6',a')(C, i)\ 
l’invariant du second ordre, 

ao !— {bb ' h- 3 c 2 , 

a la valeur negative 

— ill A -2J10 (Lemme I). 

Des limites entre lesquelles se trouve toujours renferme rinvariant J 2 
de toute forme du cinquieme degre a coefficients reels. 

La forme-type, a laquelle nous avons ramend la forme g^ndrale 
du cinquieme degre par une substitution lindaire, ne contenant 
plus que trois parametres, A, Jo, J 3 , on est nalurellement conduit 
a etudier les racines de cette forme considerees comme fonctions 
de ces parametres, tandis qu’on n’aurait jamais songd a se proposer 
la m£me question sur les racines elles-memes de la forme primi¬ 
tive, considdr^es comme fonctions de cinq quantitds arbitraires. 
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Mais, des l’abord de cette recherche, se presenle une circonstance 
imporlanle. En considdranl pour les coefficients de la forme pro- 
posde, des valeurs rdelles, les parametres de la forme-type, quin 
ne devra pas deja supposer imaginaires, ne peuvent meme recevoir 
Louies les valeurs reelles possibles. II entre, en effet, dans la 
forme-type, finvariant I du dix-huilieme ordre, qui doit etre aussi 
essentiellemenl rdel, de sorte que (elant algdbriquement inddpen- 
dantes) les quantiles A, J 2 , J 3 , en tanl qu’elles proviennent d’une 
forme rdelle, sont assujetties a cette condition de rendre positive 
la fonction 

i(>r* = 9A J*-+-6(A» — 12 J 3 ) J| + (A 5 — 18 A 2 J3) JI 

H- (2 A 4 J 3 — 72AJ|)J 2 4-A 3 J| — 4 8 J |. 

Or, quels que soicnt A et J 3 , nous avons ddmontrd que liqua¬ 
tion I 2 = 0, en prenant X, pour inconnue, avail toujours deux 
racines reelles ct deux racines imaginaires. Nommanl done j el f 
ces racines rdelles, il est ais 6 de voir quin supposant A positif, 
les valeurs de J 2 qui rendront la fonction I reelle seront ndees- 
sairemenl au dehors de finlervalle compris entre j et y 7 , tandis 
quin supposant A negatif ces valeurs seront comprises, au con- 
Lraire, dans le meme intervallc. Une observation ires simple con- 
firm e cette conclusion que J 2 est ndeessairement limitd quand A 
estndgatif; si Ton suppose, en effet, J 2 tres grand, on trouvera, en 
employant les expressions donndes prdeddemment des coefficients 
A, B, .. ., que la forme <E> devient sensiblement proportionnclle a 
(5 /A—7]) !) , de sorte que les cinq racines se presentcraienl 
toutes com me imaginaires, en devenant d gales a la limite, tandis 
quin sail bien que leur commune valeur doit etre rdelle. Ces 
limites, que nous venons de trouver pour les valeurs de J 2 , vont 
encore se prdsentcr dans une circonstance importanle, comme on 
va voir. 

Des limites entre lesquelles les racines de la forme-type sont des 

lonctions continues de J 2 , considere comme une variable reelle. 

Nous nous fonderons pour cette recherche sur ce thdordme si 
important dans toute V Analyse, que l’illustre gdomdtre, M. Cauchy, 
a ddmontre sous un point de vue plus gdndral dans les Nouveaux 
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exercices de Mathematiques (l. II, p. 109) : « Les racines dime 
equation algebrique dont les coefficients conti ennent, sous forme 
rationnelle, un parametre, sont des fonctions continues de ce pa¬ 
rametre, tant quin variant suivant une loi donnee, en restant 
toujours reel, par exemple, il n’atteint pas une des valeurs parli- 
culieres qui font acquerir des racines egales a liquation proposti. 
Mais la quantity J 2 , que nous considerons comme un paramelrc 
variable entrant dans liquation que nous voulons ^luclier, savoir, 

(A, 13, C, C\ B', A')0, i) 5 = o, 

sous un radical carr6 I, nous feronsy = lx, ce qui donnera liqua¬ 
tion en y , 

(V, IB, I* C, I* C', P B', P SI) (/, 1 ) > = o, 

dont tous les coefficients sont rationnels, puisquc B, C 7 , A 7 con¬ 
ti ennent deja I en facteur. Cela pos6, nous allons, pour appliquer 
le theoreme de M. Cauchy, calculer son discriminant. Or le dis¬ 
criminant D, de la forme primitive 

/■= (a , b , c, c', b\ d){x i yY, 

se reproduisant dans toute transformee, multiple par la vinglieme 
puissance du determinant de la substitution, on trouvera d’abord 
(2J 3 ) 20 .D pourle discriminant de ct (2 J a ) 2(, .I 20 .D, pour celui 
de liquation en y. Par la nous voyons que les valeurs de J 2 , pour 
lesquellesles racines y deviennent discontinues ( f ), sont donn^es 
par les equations 

I = o, D = = o. 

Et comme le radical carii I est aussi fonction continue de J 2 , entre 
les limites delerminees par liquation I=o, la relation y = lx 
montre quin pent regarder les racines x elles-m&mes comme 
fonctions continues de J 2 , tant que cette variable, que nous sup- 
posons reelle, n’atteint pas la valeur — 2~ 7 A 2 ou Fune des quan¬ 
tiles nominees pree^demment j et j '. Peul-6tre devons-nous faire 
observer que nous ne considerons pas un autre genre de discon¬ 
tinue, le passage a Finfini dime racine, lorsque le coefficient A 
s’annule. La raison en est que, dans le voisinage dime valeur 


C 1 ) On dirait plutdt aujourd’hui sont irregulieres, car il ne s’agit pas ici d’une 
veritable discontinuity. E. P. 
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reelle de J 2 , qui donnerait A = o, les inverses des cinq racines 
sont certainement des fonclions continues, et ne pourront passer 
du r£el a Fimaginaire, on de Fimaginaire au reel, lorsque J 2 aura 
atteint et depasse la valeur particuliere en question, en supposant 
Loutefois, comme il arrive en general, que Fon n’a pas en meme 
temps B= o. On voit done qu’aucun changement dans le mode 
cFexistence des racines de la forme-type, comme quantiles reelles 
et imaginaires, ne correspond a cette discontinuity particuliere 
qui provient du passage par l’infini, et qu’ainsi elle n’est pas a 
consid6rer dans notre recherche (*). » 


Sur les valeurs des racines de la forme-type lorsque J 2 est egal 
a la limite y ou a la limite /. 

Nous avons precedemment distingud avec soin, dans Fensemblc 
des valeurs reelles de J 2 , les intcrvallcs entre lesquels celte quan¬ 
tity peut elre regardec comme provenant d’une forme a coefficients 
rdels. Franchir les limites assignees sera done considerer ce que 
deviennent les racines de la forme-type, pour un etat imaginaire 
des coefiicients dc la forme primitive. Ccpendant, si nous suppo- 
sons toujours J 2 reel, ces valeurs imaginaires, qui viendront neces- 
sairement s’olTrir, ne seront point entierement arbitraires, et 
seront soumises a des conditions spdcialcs. Or on va voir combicn 
est utile la consideration dc ccs valeurs limit^cs comme nous le 
disons, de maniere que les invariants du quatriemc, du huilieme 
et du douziemc ordre restent reels, Finvariant du dix-lniitieme 
etant scul aflecle du facleur — i. Eflcctivement, nous allons 
pouvoir suivre de la maniere la plus facile et la plus clairc com¬ 
ment les racines de la forme-type changent successivcmenl de 


( l ) Cette consideration des inverses des racines sert aassi & etablir, quand on 
recherche la distribution en systemes circulaires des racines v d’une Equation de 
la forme 

Nv m +Pv fll ” 1 + ... =o, 

N, P, ... 6tant des polynomes entiers en z , que ces systemes subsislenl sans alte¬ 
ration lorsque le contour d<§crit par la variable z vient k comprendre un nombre 
quelconque de points, auxquels correspondent des racines de Tequation N = o. 
Voyez & ce sujet le n° 37 du M^moire de M. Puiseux intitule JRecherches sur les 
Fonctions algebriques (Journal de Liouville , t. XV). 
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nature en passant du reel a Pimaginaire ou de l’imaginaire au reel, 
lorsque J 2 varie de —oo a-f-oo, et, par suite, etablir ce que sont 
ces racines dans un intervalle donne, resultat important auquel 
nous n’aurions pu parvenir en renoncant a ces valeurs de para- 
metre variable qui supposent necessairement imaginaires les coef¬ 
ficients de la forme proposee. Voici, pour cet objet, les dernieres 
propositions preliminaires que nous avons a demontrer. Je dis 
d’abord qu’en supposant D = o, on aura 

2 32 12 =( 2 5 A 3 — 3 . 2 10 J 3 )( 25 A 3 — 2“J 3 )«. 


C’est une consequence immediate de la formule 


I 

v/aj 


= ACB' 2 -A'C'B^ = y^(a/> 2 +? 2 ), 


donnee Section V. On trouvera, en effet, le resultat annonce en 
elevant au carre et remplacant p 2 et q 2 par leurs valeurs en J 3 et A, 
telles qiPelles resultent des formules de cette Section. II s’ensuit 
que, pour D = o, I sera reel ou imaginaire, suivant le signe de la 
quantile 20 A 3 — 3.2 i0 J 3 , et, par consequent, le discriminant s’eva- 
nouira dans Fintervalle des valeurs admises ou des valeurs exclues 
de Jo, suivant que 2 5 A 3 — 3.2 i0 J 3 sera positif ou negatif. Cela 
pose, je vais demontrer que si le discriminant ne s’^vanouit 
qu en dehors des limites J 2 les racines de la forme- 

tjpe presenteront pour ces deux limites un m£me nombre de 
quanlites reelles et un meme nombre de quantit^s imaginaires. 
Deux cas sont a distinguer suivant que A est positif ou negatif. 
Dans Pun et Pautre, les racines de la forme-type seront certaine- 
mententre les limites j et/ des fonctions continues de J 2 ; dans 
le second cas, les coefficients de liquation etant r^els, le nombre 
des racines reelles de 1 equation ne peut changer entrey et j ! que 
si D s annule, ce qui n a pas lieu. Dans le premier eas, on ne peut 
faire le meme raisonnement. C’est done seulement dans le second 
cas que notre proposition se trouve immediatement etablie, et, 
sous ce point de vue, le premier exigerait une discussion que la 
m^thode suivante evite, car il n’y figure plus de considerations de 
continuity. 

Lorsque I = o, nous avons trouve precedemment les relations 
(0 AB'+3G* = i6AJj, B'C=4J|, A —2AC + A2B' = 32J| 
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et aussi une equation ne contenant que C, et que nous pr^sente- 
rons sous cette forme 


( 2 ) ( 3 C 2 -h 4 J|A)(C 2 — 4 A J!j) = — 128JI G. 

Cela pos<^, il s’agit d’en deduire les valeurs des quantites qui 
determinenl par leurs signes la nature des racincs de liquation 

(A, o, C, o, B', o) (a?, i)s = o. 


Or ces^quantiles sonl 25 G 2 — 5AB', en premier lieu, puis les rap- 

P orl:s a’ X’ ma * s en l eur place il sera preferable de prendre les 
suivantes 


5C 2 —AB', AC, AB', 

ou meme celles-ci 


5C 2 - AB', 


5 C2 — AB' 
AB' 


et 


B'C, 


ce qui est permis comme on le verra bien facilement. Mais, par 
liquation (i), on troiwera 

5 C 2 — AB' = 8 (C 2 — a A J ) 
et 

'> C 2 — A B' n C» —2AJS 
AB' T6AJ|-3C 2 ’ 

ce qui nous conduit a determiner la nature des racines de noire 
equation par ces deux fonctions Ires simples 


car il est inutile de considdrer la troisidme B'C, qui conserve abso- 
lumeni la mime valeur pour Jo =j\ Jo —j'. 

Or, en dlevant au carrd les deux membres de liquation ( 2 ), on 
inlroduira partout le carrd C 2 , el une elimination facile alors 
donnera 

(3) (3«h-ioAJ|P(m — 2AJ|) 2 = i28 2 J|°(n-i-2AJ|) ! 

(4) a3 (3op h- 5 ) 2 (ae — 1) 2 = 2.32 2 J 3 (8ph- 1) (3c - 4 - 1)3. 

Chacune de ces equations aura, comme 1’equalion en C, deux 
racines imaginaires et deux racines rdelles qui correspondent res- 
pectivement k J 2 =j , J 2 =j'; done, pour l’une el pour l’autre, 
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En raison de cette circonstance, essajons d’en determiner la 
ture. Pour cela, nous nous placerons precisement dans ce cas ] 
ticulier ou D = o. Divisant la forme-type par le facteur line 
qu’elle contientalors aucarre, nous obtiendrons uneforme cubic 
dont il faudra calculer le discriminant. Mais, dans ce but, n 
pouvons remplacer la forme-type par la transformee canoniqu 
puisqu’elle s’en deduit en faisant une substitution au determir 
reel 2 J 3 . Alors un calcul tres facile, gui a ete execute a la Sec 
(in Jinem), conduit, abstraction faite d’un facteur positif, ; 
fonction deja consideree plus haut 

•25A3 —2»U 3 l 1 )- 

II a ete remarqu6 qu’elle 6ta.it positive dans ce premier cas, ou n 
nous trouvons maintenant, ou l’on a les conditions 

A> 0 , a5 A 3 — 3. 2 10 J 3 > o. 

Ainsi, de ces trois racines fonctions continues de J 2 entre 
limites J 2 = — 00 , J 2 = j\ une seule est reelle et les deux au 
sont imaginaires. Cela pose, il s’agirait de reconnailre, pour des 
leurs de J 2 inliniment voisines de — 2 ” 7 A 2 , la nature des d 
autres racines qui sont egales pour 

J 2 = — A~. 

Cette question rentre dans les principes connus, mais nous p 
vons l’eviter en rappelant le premier lemme ou il a ete etabli 
la seule condition D < o assurait l’existence de deux racines i, 
ginaires et de trois racines reelles. Puisqu’il y a dans V equal 
deux racines imaginaires quel que soit J 2 , il faudra que les d 
racines qui deviennent egales quand le discriminant s’evam 
soientreelles, tantqu’il est negatif, etpassent a 1’imaginaire lorsc 
apres s’etre annule, le discriminant devient positif. Maintenan 
continuant a croitre, la forme-type offrira toujours quatre raci 
imaginaires et une racine reelle jusqu’a ce cju ? on parvienne 
limite Jo — j , a partir de laquelle on entre dans Fintervalle des 
leurs exclues du param&tre. Alors les coefficients qui contienn 


(*) J’ai pris, suivant l’usage, le discriminant d’une forme cubique de s 
contraire au produit des carr6s des differences des racines de cette forme. 1 ; 



FONCTIONS IIOMOGENES A DEUX INDETERMINEES. 341 

eix facteur le radical carr<§ deviennent, dans tout cet intervalle 
innaginaires; cepcndaut nous allons encore suivre les racines en 
les faisant ddpendre d’une Equation a coefficients rdels. Pour cela 
faisanL dans la propos($e 

(A, B, C, C 7 , B 7 , A') (a?, i)5 = o, y = 

nous aurons dans Pintervalle compris entre j et f la transformee 
a. coefficients r^els 

[a, \/ i B, C, \J — 1 C 7 , B 7 , y/— 1 A 7 ] (y, i)s — o. 

o ans cet intervalle et les limites comprisesj les cinq racines y se- 
ront fonclions continues de J 2 ; ainsi leur nature depend de leurs 
valeurs ini dales, par exemple pour J 2 = j. Mais il est bien a re- 
marqucr qu’alors les quatre racines qui sont imaginaires peuvent 
a. voir leurs parties reelles nulles; deux cas diff&rents peuvent done 
se presenter : les valeurs initiales des racines y seront toutes reelles, 
oul bien quatre d’entre elles seront imaginaires et une seule reelle. 

C’est une question curieusc et delicate de reconnaitre si les 
deux cas sont possibles, ou lequel peut seulement avoir lieu. Pour 
le resoudre, je remarquerai que liquation en j, pour J 2 = j par 
exemple, est de cette forme 

(A, o, — C, o, B 7 , 0) (y, i) 5 = 0, 

B' 

et que la quantity est n^cessairement positive. En efFet, si elle 

& tait negative, on voit bien ais^ment que cette equation aurait 
ix^cessairement deux racines imaginaires et trois racines reelles. 
.Et la m&me chose a lieu pour J 2 = /, d’ou il suit que le signe 
commun aux deux racines reelles de liquation en 

C 2 ~-2AJf _ 1 5 G 2 — AB 7 

P “ tGA— 3 C 2 8 AB 7 

sera celui de la quantity 5 C 2 — AB' aux deux limites. Or Fequa- 
tion en v a ses deux racines positives, car son premier membre, 
comme nous Favons vu, est positif pour v = o, et J 3 etant po- 
sitif, par la substitution, on le trouvera n^gatif au contraire pour 
v =£; done, nous avons une racine comprise entre z6ro et-, et 
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l’autre racine, qui est necessairement de m6me signe, sera done 
anssi positive. L’equation 

A y'* — io Cy 2 -4- 5 B' = o 


a done, par rapport a y 2 , ses deux racines reelles, et, comme AB' 
est posilif et que B'C = 4 est aussi posilif, ces deux valeurs dey 2 
seront positives. Ainsi, l’equation en y, pour J 2 == j el J 2 = f 7 a 
ses racines toutes reelles, et le premier des deux cas dont nous 
avions admis la possibility a seul lieu. 

Au dela de lalimite J 2 = y 7 , les coefficients de liquation en x 
redeviennent reels, et dans cette seconde serie des valeurs admises 
du parametre, jusqu’a J 2 = H- oo 7 les cinq racines restent indefi- 
niment des fonctions continues, el offrenl toujours une quantity 
reelle etquatre quantiles imaginaires dont les valeurs iniliales sont 
lesproduits du facteur \J — i par des quantiles ryelles. 

Enfxn, considerons le cas ou le discriminant s’dvanouit entre les 
limites J 2 = + oo, Ja= j ’? faisons alors ddcroitre le parametre 
variable de -boo a —oo. Tout a fait comme precedemment, nous 
trouverons, dans 1’intervalle compris cnlre les limites *+• oo et y v 3 
trois racines qui seront fonctions continues de J 2 . Deux d’entre 
elles seront imaginaires et la troisieme x'eelle, a cause de la condi¬ 
tion a5A 3 — a H J 3 ;>o. Quant aux deux autres, qui deviennent 
egales quand le discriminant s’evanouit, elles seront imaginaires 
tantque le discriminant D restera positif, ct passcront a 1’ytat r^el 
en devenant irregulieres lorsque D, apres s’etre annuls, deviendra 
n^gatif. Nous parvenons ainsi a la limite J 2 == y 7 , avec deux racines 
imaginaires et trois racines reelles. Pour suivre ultyrieurement les 
racines, dans l’intervalle des valeurs cxclues, de J 2 = y 7 a J 2 = y, 
nous ferons encore y = x \J —i, et la transformee a coefficients 
r^els aura dans toute cette ytendue ses racines fonctions conti¬ 
nues de J 2 . Quanta leur nature, elle resulte cette fois sans ambi¬ 
guity des valeurs initiales, qui offrenl trois quantitys belles et 
deux quantites imaginaires produits du facteur \J — i mullipliy par 
des quantitys reelles. Nous savons que dans ce cas J 3 est necessai¬ 
rement ndgatif. 

Enfin, lorsque le parametre dycrott de la limite j k — oo, nous 
retrouvons pour les cinq racines des fonctions continues, parmi 
lesquelles deux sont imaginaires et les trois autres reelles. 
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Deuxieme cas. Les valeurs admises de Jo forment une seule 
serie dey ay 7 , et la condition 


25A3_3.2ioJ 3 >o 


signifie cjue le discriminant s’6vanonit dans cet intervalle. Faisanl 
done croitre J 2 par degrds insensibles a partir de la limite y, tant 
qn’on n’atteindra pas la valeur— 2 “ 7 A 2 , pour laquelle D s’annule, 
les cinq racines demeureront des fonctions continues, et aucun 
changement ne surviendra dans leur nature. Mais, pour D— o, 
deuxd’entre elles presenteront alors une irregularite en devenant 
dgales, Landis que les trois autres resteront des fonctions conti¬ 
nues j usqu’a la limite f. En raisonnant comme dans le cas prece¬ 
dent, on verra que la nature de ces trois racines depend encore de 
F expression 25 A 3 — 2 n J 3 , qui maintenant peut etre positive ou 
negative. Supposons-la d’abord positive; e’est admettre dans l’in- 
tervalle compris entre y et f Fexistence de deux racines imagi- 
naircs et d’une racinc rdelle. Done, tant que le discriminant, avant 
de s’evanouir, restera ndgalif, les deux autres racines deFequation 
seront rdelles et, lorsque D deviendra positif apr&s s’&tre annule, 
elles passeront, en devenant discontinues, a l’dtat imaginaire. 
Ainsi done, dans ce cas, deux racines imaginaires et trois racines 
rdelles k Forigine Jo = y, et quatre racines imaginames avec une 
racine x'dclle a la limite sup^rieure Jo =y 7 . Maintenant, si nous 
faisons encorey = x sj — i, pour arriver a une transformee a coef¬ 
ficients r'dels entre les limites J 2 =y, J 2 = — co, d’une part, 
J 2 = y 7 , J 2 = -t- co, de Fautre, il est clair que dans ces deux inter- 
valles les racines y ne prdsenteront plus aucune discontinuite et 
derneureront respectivement ce qu’elles sont aux deux origines. Or, 
pour Jo == y nous savons avoir, sur les cinq racines #, trois quan¬ 
tity rdelles et deux imaginaires; done, il en sera de meme pour 
les racines y. Et, puisqu’il en est ainsi, l’expression 5C 2 — AB' est 
positive; alors, nous en cotfclurons qu’elle sera negative pour 
Jo = y 7 , car le dernier terme de liquation en u dtant 

a cause de A <[ o, les deux racines u sont de signes contraires. Done, 



344 


OEUVRES DE CHARLES HERMITE. 


les racines x presentant quatre quantiles imaginaires pour J 2 = f , 
il en sera de menne des racines y. 

Supposons en second lieu 

a5 A 3 — 2 11 J 3 < o; 

c’est admeltre trois racines reelles comme fonctions continues de j 
a f. Alors les deux autres racines, qui sont dgales quand D s’an- 
nule, seront imaginaires pour D < o, et deviendront reelles quand 
D passera a Fetalpositif. Ainsi, comme tout a l’heure, deux racines 
imaginaires et trois racines reelles a l’origine J 2 = /, mais cinq 
racines reelles a la limite J 2 = y v . Pour ce qui conceme les quan- 
tites y = x\j — 1 , de J 2 = j a J 2 ~ — 00 , elles seronl fonctions 
continues, et, dans tout cet intervalle, pr^senteront, comme a 
l’origine, deux quantites imaginaires et trois reelles. De J 2 =f a 
Jo”4-cx), elles seront encore continues, mais une seule sei'a 
reelle, les quatre autres imaginaires, et ajant pour valeurs ini- 
liales les produits du facteur y /—1 multiple par des quantites 
reelles. 

Troisieme cas. — Les deux derniers cas peuvent se ramener 
par la consideration suivante aux deux premiers. 

Concevons que dans la forme-type on change A et J 3 en — A el 
— J 3 , en conservant J 2 avec son signe, on v^rifiera que les coeffi¬ 
cients A, B, C, C', B', A' deviendront respectivement 

— A, B/ 37 5 c, — B', A'v/ 11 ”; 

done, en mettant a la place de #, x\J — 1 , et multipliant encore 
la transform^ par yj — 1 , on trouvera exactement le meme r^sultal 
qu’en changeant les signes des invariants A et J 3 . Or les condi¬ 
tions caract^ristiques des deux derniers cas, savoir 

A > o, 25A 3 —3. 2 ^° J 3 < o et , A < o, 25A 3 —3.2 10 J3<o, 

reproduisent, parle changementde signe de A et J 3 , celles des deux 
premiers. Ainsi, du second nous allons dedume le troisieme, et du 
premier le quatrieme, avec ce seul changement que tout ce qui a 
dit des quantity x ei y devra etre transport^ aux quantites y 
et x, x ^tant toujours Finconnue de liquation proposee, et y 
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designant x\] — i. Cela donne les conclusions suivantes, en com- 
mengant par le troisieme cas. Alors les valeurs admises du para- 
metre ferment les deux series de — oo a j et de f a -f- co. 

Dans la premiere des cinq racines x , deux sont imaginaires et 
trois reelles; dans la seconde, quatre sont imaginaires, une seule 
est reelle, et, d’ailleurs, dans les deux series elles restent toutes 
fonctions continues du parametre. Pour les racines j, e’est dans 
l’intervalle compris de j a / qu’elles dependent d’une equa¬ 
tion a coefficients rdels, et deux cas sont a distinguer suivant que 
25 A 3 — 2 {i J 3 estn<%atif ou positif. Dans le premier, sur les trois 
racines qui sont fonctions continues de j a /, une est reelle, et 
deux sont imaginaires. Quant aux deuxautres racines qui devien- 
nent discontinues pour D = o, elles sont reelles si D est negatif, 
et imaginaires lorsque D est positif. Enfin, si 25 A 3 — 2 H J 3 est 
positif, les trois racines qui sont fonctions continues sont reelles, 
et les deux aulrcs sont imaginaires pour D < o et rdelles pour 
D >o. 

Quatrieme cas . — Resume. — Ennous bornantpour abreger 
aux racines x, on voit qu’elles seront toutes fonctions continues 
du parametre dans l’intervalle des valeurs admises qui s’etend 
de j a f. Main tenant, et d’apres ce qui a etd dit du premier cas, 
toutes ces racines seront rdelles si J 3 est ndgatif, deux seront ima¬ 
ginaires et les trois autres rdelles si J 3 est positif. lei on ne voit 
plus figurer le discriminant; cependant il est bien facile de veri¬ 
fier encore que pour J 3 negatif il a une valeur positive et pour 
J 3 positif une valeur negative. Effectivement, cette condition 
J 3 < o signifie, d’apr&s ce que nous avons vu dans le premier cas, 
que le discriminant s’dvanouit entre les limites Jo =— oo, J 2 =ry ; 
or, pour des valeurs croissantes du parametre, il passe, en s’eva- 
nouissant, du ndgatif au positif, el arrive a 1’6tat positif dans l’in¬ 
tervalle des valeurs admises. Au contraire, si J 3 est positif, il 
s’evanouit entre les limites J 2 =y', J 2 =-+-co, eta consequem- 
ment une valeur negative dans l’intervalle compris entre j et/. 
Dans le troisidme cas, le discriminant ne se trouve pas non 
plus immddiatement en Evidence; mais, comme il s’dvanouit alors 
dans l’intervalle compris de j a y v , il est clair qu’il est negatif de 
Jo = — oo a J 2 = /, et positif de J 2 =J 7 a J 2 = -h oo* 
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Ces remarques faites, nous pouvons maintenant rapprocher les 
divers resultats que nous venons d’obtenir; nous formerons ainsi 
le tableau suivant, qui offre 1’expression par les invariants fonda- 
mentaux du nombre des racines reelles et imaginaires de bequa- 
tion generale du cinquieme clegre : 

A 2 -h a 7 J 2 < o -.., 


trois racines reelles, deux racines imaginaires; 


A 2 —|— 2 1 J 2 0 


A < o, 25A3 - 3 . 2 IOJ 3 <o, 
cinq racines reelles; 

A<o, s5A 3 — 3.2 IO J 3 >0, 25A 3 — 2 lI J 3 < 0 , 
cinq racines reelles; 

A>o, ..., 

une racine reelle, quatre imaginaires; 


f A < 0 , 25A 3 — 3.2 10 J 3 >o, 25A 3 — 2 11 J 3 > o, 

\ une racine reelle, quatre imaginaires. 


On comprend facilement comment dans certains cas le nombre 
des conditions a pu se r^duire. Par exemple, avec A - -f- 2 7 J 2 > o 
et A > o, on trouve une racine reelle et quatre racines imaginaires 
lorsque 25 A 3 — 3.2 ,0 J 3 est positif, et aussi lorsqu’il est n^gatif; 
on peut done ne conserver que les deux premieres conditions. 
Enfin, nous remarquerons, dans bun des cas ou il y a cinq racines 
r6elles, que les conditions 

A<o, J 3 >o 

entrainent la suivante 

25 A 3 — 3. 2 10 J 3 < o, 

qu’on pourra sup primer si l’on veut. La simplicity de ces resultats 
ne semble-t-elle pas indiquer que le th^oreme de M. Sturm, si 
beau dans sa generality, est loin de fournir l’expression definitive 
des conditions de ryality des racines des yquations algybriques? 
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SECTION VII. 

Sur la reduite du sixieme degre de 1’equation generate 
du cinquieme degre. 

Lagrange a fail voir que la resolution par radicaux de l’equation 
du cinquieme degre depend, lorsqu’elle est possible, de la deter¬ 
mination d’une racine commensurable, d’une equation du sixieme 
degrd dont les coefficients dependent rationnellement de ceux de 
la proposde. Mais jamais le calcul de cette reduite du sixieme degre 
n’a dtd effective en general. La raison en est que les fonctions de 
cinq lettres les plus simples qui n’ont que six valeurs etant au 
moins du second degrd par rapport a Tune de ces lettres, les coef¬ 
ficients de la rdduilc se prdsenteraient comme des fonctions des 
cinq coefficients de l’equation proposee montant jusqu’au douzieme 
degre, ct conticndraient par suite plusieurs centaines de termes. 
Or on va voir qu’on peut vaincre cette difficult^ a l’aide des re- 
sultats que nous avons obtenus sur les invariants des formes du 
cinquieme degrd. Faisons, en effet, 

f=(a : h, c, c', b\ a r )(x,yf 

= a(x — ay)(x—$y){x — '{y)(x — o/)<> —sjk), 

et considdrons la fonclion suivanle des racines 

J = a w (a — P ) 2 ( P — T ) 2 (t —o)2(o~-£)2(£ — a ) 2 
-ha'<-(a — y) 2 (P “ 5)2 ( Y - e)*(o —a)*(e —P)*, 

on reconnaitra bicn facilcment qu’elle est susceptible seulement 
de six valours, et, en second lieu, qu’elle est un invariant de la 
forme f. II en res idle que les coefficients de l’equation du sixieme 
degrd en t seront des fonctions rationnelles et entieres de ces in¬ 
variants fondamentaux, A, J 2 , J3, car 1 ’invariant du dix-huitieme 
ordre n’y entrera pas, les degrds par rapport aux coefficients de / 
etant multiples de 4- 

Ainsi, qu’on represente cette dquation en t par 

t Q h- (i) t s H- (a) t k -+■ (3) t z -h (4) z 2 -+- (5) t-h (6) = o, 

(0, (2), etc. seront respectivement des fonctions lindaires des 



348 

OEUVRES 

DE 

CHARLES HERMITE. 

quantites 

placees ' 

en regard dans le tableau suivant 

(i) 

A 




( 2 ) 

A 2 

h 



(3) 

A 3 

A 3 2 



(4) 

A 4 

A 2 J 2 

A J 3 

J 1 

(5) 

A* 

A 3 J, 

A 2 J 3 

A J 2 Jo J 3 

( 6 ) 

A 6 

A‘J 2 

a 3 j 3 

A 2 J| AJ 2 J 3 Jf J|. 


On voit done qu’on est ainsi amene a un calcul relative inert l 
tres facile, et que je me reserve de d^velopper dans une autr<' 
occasion. J’exposerai alors les propri6t6s de cette equation err t , 
qui sont analogues a celles de Tequation modulaire pour la trans¬ 
formation du cinquieme ordre, sous ce point de vue que les forte — 
tions non symetriques des racines qui s’expriment rationnellemert t 
par les coefficients varient on ne changent pas dans les deux cas 
par les memes permutations de ces racines. Cette Equation eo t est 
egalement interessante en ce qu’elle olfre le type d 7 une classe dL’cS- 
quations du sixieme degre r^ductibles au cinquieme. La propria I n¬ 
distinctive et caracteristique de cette classe d’^quations consisted 
en ce que Tune des valeurs de ces fonctions des racines qui, sans 
etre symetriques par rapport a cinq d’entre elles, n 7 ont cependan l 
que six determinations possibles, est alors necessairement ration — 
nelle. 

Je ne terminerai pas ces recherches sur les formes du cinquieme 
degre, sans rappeler que mon ami M. Sylvester avait obtenu avan 1. 
moi, dans son beau Memoire sur le calcul des formes, la notion 
des invariants du quatrieme, du huitidme et dn douzieme ordre . 
En donnant aux formes du cinquieme degre cette expression ele¬ 
gante 

ax$ -+- by* cz *, 

sous la condition 

X -Ar y Z = O, 

M. Sylvester a trouve pour ces invariants les valeurs 

a 2 b 2 -+- a 2 c 2 -i- 6 2 c 2 — 2 <zbc(a -f- b -f- c), a?b 2 c*(ab-t-ac-h be), a 4 & 4 c 4 , 

qui sont des fonctions symetriques tres simples des trois el^ — 
ments a, b , c. 
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Enfin, 1 invariant du dix-huitieme ordre, qui joue un role si im¬ 
portant dans ma tbeorie, s’est aussi prdsente dans ses recherches, 
eleve au carr<$ el indiquant, lorsqu’il s’evanouit, l’impossibilile de 
la reduction a la forme cilee 

ax° by* + cs'°. 


Exprime en ci, b, c, il a pour valeur 

« 5 6»c»(a — b){a — c)(b — c), 

expression encore bien simple, el qui montre sous des points de 
vue tr&s diflercnls comment on est conduit aux m6mes notions 
analytiques dans cetle vastc el Iticonde ihdorie des formes. 
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PREMIER MEMOIRE. 

Une proposition el^mentaire et fondamentale dans la the or i a 
aritlnnetique des formes consisle en ce que, pour nn degre donne, 
et pour un nombre donnd d’ind^termindes, toutes les formes a 
coefficients entiers qui poss6dent les memes invariants sont are — 
ductibles a un nombre fini de classesdislinctes. Ce th^oreme a dtd 
demontre par Lagrange et Gauss pour les formes quadratiques a 
deux et a trois ind^termin^es; je l’ai 6tendu ensuite aux formes 
quadratiques generates, et a toutes celles qui sont decomposable s 
en facteurs lindaires; ainsi il parait bien vrai dans toute sa gdix<5 — 
ralite. Mais, pour arriver a l’etablir de cette sorte, il faudrail r<5— 
soudre, dans toute leur etendue, les probl£mes suivants, aussi 
beaux que difficiles. 

Le premier, qui appartient a l’AIgebre, consiste a obtenir la 
notion complete de ces fonctions rationnelles entires des coeffi — 
cients, nominees invariants par M. Sylvester, dans le sens primi- 
tivement attribue par M. Gauss au mot de determinant. 

Le second, qui est du ressort de 1 ’Aritbmetique, consiste a dd— 
couvrir par quelles substitutions a coefficients entiers on pen t 
transformer une forme donnee en une autre dont les coefficients 
aient des limites, fonctions settlement des invariants. Enfin, il 
faut une methode propre a donner le sysGme complet des formes 
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rdduites, reprdsentant la totalite des classes distinctes pour des 
valeurs assignees a priori aux invariants. 

En me bornant a la consideration des formes a deux indeter- 
minees, j’ai presentd un premier essai sur ces questions dans mon 
Memoire Sur l 3 introduction des variables continues dans la 
theorie des nombres. Le principe dont j’ai fait usage fait rdsulter 
de la meme analyse la notion des invariants et la thdorie arilhme- 
tique de la reduction. Mais, des le cinquieme degrd, l’application 
de ma mdthode devient si compliquee que les resultats gendraux 
ne se trouvaient dtablis qu’a titre de possibilitd, et il restait a de- 
couvrir une mdthode numdriquement applicable. C’est ce qui a 
dte Pobjet de mes recherclies assidues depuis plusieurs anndes, et 
j’espere y etre enfin parvenu, mais pour le cas settlement des formes 
de degrds impairs . Une difference profonde se manifeste en effet 
dans la nature analytique des formes binaires, suivant que le degrd 
est un nombre pair ou impair . Ces demieres me semblent plus 
faciles a traiter; j’ai trouvd qu’ellcs jouissent (sauf une exception, 
celle des formes cubiques) de cette propriety arithmdtique gdnd- 
rale que, pour un systdme donnd de valeurs des invariants, les 
formes des diverses classes sonl transformables les unes dans les 
autres par des substitutions lindaires au determinant un, mais a 
coefficients fractionnaires; c’ost-a-dire, en adoptantla notion pro- 
posde par M. Eisenslein, quo les diverses classes qui ont les memes 
invariants ne foment qti’un genre. Les formes de degrds pairs 
m’ont presents de plus grandes difficultds, que des longtemps je 
ne puis espdrer vaincre. Mais j’ai remarqud ejue le cas des formes 
biquadratic/ues se distinguait d’unc maniere toute particuliere, 
comme le cas des formes cubic/lies, par rapport aux autres formes 
de degrds impairs. Aussi me suis-jc proposd d’en faire une etude 
spdeiale dans ce Memoire, en ddveloppant a leur dgard les prin- 
cipes fondds sur l’introduclion de variables continues que j’ai prd~ 
cedemment exposds ( Journal de C re lie, t. 41 ). J’oJTrirai ensuite 
avec plus d’dtendue et plus de ddveloppement la nouvelle thdorie 
dont j’ai donnd une iddc sommairc dans le Journal de MatMma- 
tiques de Cambridge et Dublin [Sur la theorie des fonctions 
homogines & deux indetermindes (Cambridge and Dublin Ma¬ 
thematical Journal, i 854 )], et qui m’a conduit aux rdsultats que 
je viens d’annoncer sur les formes de degrds impairs. 



352 


OEUVRES DE CHARLES HERMITE 


PREMIERE partie. 

THfcORIE ALGfiBRIQUE DES FORMES BIQUADRATIQUES. 

I. 

Sur les invariants et covariants biquadratiques. 

Je ferai usage, dans ces, recherches de la notation qu’emploie 
M. Cayley pour representer d’une maniere abrdgde les formes a 
deux inddterminees. Elle consiste a poser 

jyi j-)i — j jyi fji — j 

ax ,n -+- mbx ,n ~ 1 y H- cjc m ~~y' L . ,H--- c’ x-y m ~- 

J T . 2 J 1.2 J 

-t- mb'xy m ~' H- a'y m = (a, b, c, .. ., c\ b ', a f )\x,y)” } , 

et son principal avantage est d’indiquer commodement les opera¬ 
tions relatives aux substitutions lineaires. Par exemple, si la trans¬ 
form ee 

AX'" + CX'«-2Y2 H-... 

I .2 

-I- mni ~~ 1 C'X 2 Y'«-s -4- m B'XY'»-1+ A'Y"< 

1.2 

a ete obtenue cn faisant 

x = aX -+- P Y, y = yX +oY, 

on dcrira 

(a, b,c, ...,b',c',a'){ct.X-+- [3 Y, yX -+- o Y)'« = (A, B,C,G', B', \'){X,Yy>K 
Cela pose, soit 

/=(a> h \ «'K^r) v 

l’expression gdnerale d’une forme biquadratique, les deux fonctions 

i = act !— 4 bb '3 c 2 , j = aca! -h 2 bob' — ah ' 2 — a'£ 2 — c 3 , 

dont la decouverte appartient a M. Cayley, sont les invariants 
fondamentaux de f. Elies jouissentde cette propridtd, qu’en sup- 
posant 

(a, b , c, V, a'){*x -4- $y, yx -+- 0 y)*> = (A, B, C, B', k'){x, y )S 
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les fonclions semblables 

I = AA'— 4 BB'-s- SCa, J = ACA'+aBCB' —AB'*- A'B*—C* 
verifieronl les dgalild 

I — i(ao — ( 3 y)S J — y(ao — Py) g * 

De plus, dies sonl bien des invariants fondamentaux; car M. Syl¬ 
vester a demon Ire que toute fonction rationnelle et entiere de a, 
b 1 c, b f j a! qui sc reproduit, multipliee par une puissance du de¬ 
terminant a8 — ( 3 y, lorsqu’on y rcmplace a, b , c, b\ a! par A, B, 
(Zy B', A', cst necessairement une fonction entiere de i et j. Je 
pense pouvoir renvoyer pour les demonstrations de ces proposi¬ 
tions importantes aux travaux des savants geometres que je viens 
de citer, et arriver immediatement a la notion des covariants de 
la forme biquadratiqne . 

Et d’abord, je rappellerai qu’on nomme covariant d’une forme 
de clcgrd quelconque 

% f- (tf, b, c, .. n', b\ a f )[x . y) m 

toute autre forme 

cp( a, A c, ...; a?, y) 

donl ies coefficients soul, fonclions rationneLles et entieres de ci : 
h, c, ... et qui jouil de la propria qu’exprime Tequation 

(ao — Pv) K c p(a, A c _; a.r -t- fiy, 7^-f- oy) = <p(A, B, C, ... ; a?,/), 

1 (‘S quanlitds A, B, ... elant toujours celles qui donnent 

( a,b,c , ..., c', 6', a' A* + P.X, Y* + °T)" 1 = (A, B, C, ... )A, j)"‘- 

Telle est, par exemple, rclativemenl a toute.forme/, la forme 

(JULY 

\ dr dy ) dx 2 ^y 2 ' 

comme l’a ddmonlrd sous un point de vue plus general M. Hesse. 
Dans la thdoric sp^ciale (les formes biquadratiques, le covariant 
ainsi oblenu joue un r 61 e important; nous le d^signerons par g, 
en. posant 

,,_ 1 r ( di -f V l 1l£ f*-Zl — ib* — ac)x'*+i(bc — ab')r*y 

i44 \\tlrdy) ~ doc* dy* J 

-4- (3 c'-—-ibb'-aa')x*y*-+-2.(b'c — «' h )- r .y' i- (&'* — «'c)/ 4 . 
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De / et g on tire la notion d’un nouveau covariant du sixi<bx» < J 
degre, que je definirai ainsi 

d JL, c !£ 

i dx cLy 

h== ~S dg dg' 

dx dy 


En faisanL 


h = (p, q, r, s, r r , q', p' 


on aura ces valeurs 

p = a 2 b' — 3 abc ^> 3 , 
p' = — a ' 2 b -+- Sa'b'c — % b'*, 

Qq — -h a 2 a r -+- 2 abb 1 —9ac 2 H-66 2 c t 
§q< = __ a ' 2 a — 2a'b’b 9 a'c 2 — 6 b ' 2 c, 
3 r — aba !— 3 acb' - j r2b-b', 

3 r r = — a'b'a-y- 3 a r cb — 2b ,% b, 

2s = a! b 2 — ab'' 1 . 


II existe entre A e t les invariants i, j une relation remar- 
quable et importante, savoir : 

(A) 4 — ]/*--= h*. 

M. Cayley,qui m’a communique celte l'elation que j’avais aussi ol>- 
tenue de mon cote, en a tire une methode ingenieuse et tr£s orxgi- 
nale pour la resolution de 1’ equation du quatrieme degre. Comm cs 
cette resolution est un point essentiel de la iheorie algebrique des 
formes biquadratiques, je vais la presenter sous le point de vu.cs 
qui m’est propre, et y rattacher la demonstration de Fequation (A) . 


II. 

Resolution de l’equation du quatrieme degre. 

Soit, en decomposant en les facteurs lindaires la forme propose o 5 

( a , b , c, b\ d)lx, y)* — a (x — cc/) (x — $y) (x — yy) (x— 0 y). 

Lareduitedu troisieme degrd s’obtient, comme on sait, en consi— 
d6rant la fonction rdsolvante 

t = a(a h- p — y — 8), 
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dont il faut calculer le carre. Or on peut mettre t- sous cette forme 

3 * 2 = a s [(“— P) 2 + (a — T) 2 +(“ — o) s -i-(B — yj s -h(P —oJs-i-CY —3) 5 

■+" !\ a ~ [(“ 0 ) (P —T) ■+■ ( a — Y) (P — 3 )], 

d’ou, en posant 

° = ^ «[(* —3)(P —Y)-t-(a-Y)(?—8)L 

et evaluant en fonction des coefficients la somme des carres de< 
differences des racines 

t- = i6(& 2 — ac-r-a6). 

Cette quantity 6 que nous axons introduite depend, comme or 
le sait d’avance, d’une Equation du troisieme degre, qui auraitpoui 
racines : 

1 01 = — «[(“ — o)(P — Y) -I-(a — Y)(P— o)J, 

(B) ' 0, = i a [(a— P)(o—Y)-+-(«—Y) (° — P)L 

f = ~ «[(« — 3) (Y — P) -+- (* — P) (Y — 3)J- 

Or cette equation s’obtient tres facilement par la remarque sui- 
vante : Posons 

/\ 

(a, 6, c, b\ a')(mcc-{~ x xy, noc -+- vj)*- 

= (A, B, G, B', A'Xa?, jk) 4 = A (a? — ay) O — by)(x — cy) ( x—dy) 

on aura ces valeurs pour le coefficient A et les racines de la trans 
form^e, savoir : 

A = a(ni — an) (m —■ (Sti) (m — yn) (?n — on ), 

fJL — av - IJL — Sv fJL TV [JL — OV 

a. = —-j b = —- q — ? c —-? d — 

m — art m — pn m — yn m — on 

d’ou l’on conclura 

A (a — d)(b — c) = (mv — n\L)*a{ a — $)((3 — y), 

A (a — c)(b — d) = (mv — n(x) 2 a( a — y)(P — 8), 

A (a — b)(c — d) = (mv — n\t) 1 a{a — (3) (y— 8). 
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slitution; ainsi les coefficients de liquation dont elles dependent 
sont des invariants de la forme proposee. Ces coefficients sont 
d’ailleurs des fonctions entieres de a, b , c , b 1 , a r ; done, d’apres la 
proposilion de M. Sylvester, ils s’expriment afonction entiere des 
quantitds i et j. L’equation cherchee est ainsi de la forme suivante : 

0 3 -+- p id H- cr/ = o, 


p cl <r etant numdriques. En effet, le coefficient de 8 2 doit £tre nul, 
puisqu’il n’exisle pas d’invariants du premier degre, et les deux 
autres ne peuvent etre que proportionnels respectivement a i ety, 
qui sont les seuls invariants du second et du troisi&me degre. Pour 
trouver p et cr, consid^rons un cas particular, par excmple celui 
de la forme 


on a alors 


(i, o, —i, o, JK) 4 ; 


i = 3, 


0i — — i, O2 


J = ^ 


1 


0. 


et, par suite, l’identite 

(6 — i) 2 (6 1 ) = 0 3 -h 3 po -+- <J. 

d’oii 


L’equation en 0 est done g^n^ralement 

4 O 3 — j'O + y = 0 . 

Le discriminant de la forme pi'opos^e se ram&ne immediatement 
au discriminant de cette Equation en 0, car on tire des relations (B) 

00 — - Y)( P — 0), 

0 3 = la(a~ o)(P — y), 

0 3 = \a(cc— (3)(o — y), 

done 



(0l -0 2 ) 2 (0i-0 3 ) 2 r0 2 -- 03 ) 2 

/yG I 

= 7? («- P)S(S-Y) S («-3) 2 (P -• T) 2 (P —3) 2 (r — 3) 2 = Ji 

Cette expression si importante se presente ainsi immediatement 
sous la forme remarquable que lui a donnee M. Cayley. Dans le 
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cas ou elle est negative, deux des racines de la forme biquadra- 
tique soul imaginaires el les deux autres rdelles. Mais, si elle esl 
positive, elles peuvent etre toules rdelles ou toutes imaginaires. 

En general, le produit des carres des differences des racines d’une 
equation de degrd quelconque est positif ou negalif suivant que le 
nombre des racines imaginaires de cette equation est 

~ o ou hs 2 (mod. 4). 

La condition necessaire et suffisante pour que, f 9 — diant po¬ 
sitif, toules les racines soient rdelles, consiste en ce que les trois 
valeurs distinctes du carrd de la fonclion resolvanle, c’esl-a-dirc 
les trois quantitds 

b- — ac -h aQj, b- — ac a0 2 , b 2 — < 2 C 4 -a 03 , 
soient positives. Or leur somme est 

3 (Z> 2 — ac), 

la somme de leurs produils deux a deux est 
3(b- — ac y — 1 

et nous prouverons plus loin que leur produit est un carre; done, 
pour qu’elles soient positives, il suffit d’dcrire 

b- — ac> 0, I2(Z> 2 — acy —> 0. 

On obtient ainsi, sous la forme la plus simple, et incldpendam- 
ment du thdordme de M. Sturm, les conditions de rdalitd des racines 
de liquation gdndrale du quatri&me degrd. 

m. 

Relation entre les formes /, g, h et consequences de cette relation 
dans la theorie des fonctions elliptiques. 

L’dquation remarquable qui existe enlre la forme proposee f el 
ses deux covariants g et A, savoir : 

(A) = h\ 

peut dtre obtenue par plusieurs mdthodes. Celle que nous cm- 
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ployons la rattachera a ce fait bien connu, et qu’il nous rest^ 
etablir, que le produit des trois valours distinctes du carre de l* 1 
fonction rdsolvante, qui aura l’expression 

4 (b- — ac H- aOj') ( 6 2 — ac -f- a0 2 )( b- — ac 4- a0 3 ) 

= 4 ( b 2 — ac) 3 — ia- ( b~ — ac ) — /a 3 , 

est un carre par fait. 

Partons pour cela de l’identite suivante : 

( a , b , c, b r , afx — by , ay)’- 

~ [a, o, — a(6 2 — ac), a(a 2 6'— 3 abc 4- o,b 3 ), ia 3 — 3 a(£> 2 — ac) 2 f[r,*4 

ou le second membre estune translormee par une substitution a.xi 
determinant a de la forme pr^pos^e. II en resulle, pour 1’invarian.t, J 
de cette transformee, la valeur 

J = jaK 

Or, en calculant directement J, on trouve 

J = a 3 [4 ( b 2 — ac ) 3 — /a 2 (6 2 —~ ac) — (a 2 b '— 3 abc 4- 2 & 3 ) 2 ], 

et, en egalant cette expression a /a°, il vienl 

4(& 2 — ac y — ia 2 (b 2 — ac) — ja 3 ~{a % b '— 3 abc H- 2 & 3 ) 2 ; 

ce qui demontre la proposition annoncee. 

L’equation (A.) s’en deduit de la manure suivante : 

Posons 

/\ /\ 

{a, b, c, b\ a r ){mx-{- py, nx-4-vy)'* = (A, B, G, B', A')(a?,yp, 

m et n etant des quantites arbitraires, et p et v etant telles que le 
determinant de la substitution est 

mv — n i jl = i. 

Relativement a la transformee ainsi obtenue, nous aurons 

4(B 2 - AG) 3 - z*A 2 (B 2 — AG) — j A 3 = (A 2 B' — 3 ABC 4-aB 3 ) 2 ; 

car les invariants i et j seront restes les memes. J’ajoute que les 
quantites 

A, B 2 —AG, A 2 B'— 3 ABC 4- 2 B 3 
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deviendront rospcctivement f ) g, A, en y mettant m et n au lieu 
de x cl y, * sorle q ac n0lis lomberons precisement sur la rela¬ 
tion a dcmontrer. 

Soit cn odol b, c ? b , o. , x, y'j l ime quelconque des formes 

/, g, h] nous imrons, corarac ii a ele dil (§ I), l a relation caracte- 
ristiquc pour les covariants 

(mv - <p(«, b, c, //, a'; mx ~b \xy, nx h- vy; = ©(A, B, C, B', A'; a?, y), 

ou seulemont 

cp(rr ? b, b', a'; mx -i- py, nx -+- vy) ^ © ( A, B, G, B', A'; a?, y), 

puisquc le determ i nan t dc la substitution est 1’ unite. Faisons, dans 
cette idea tile, 

X “ I, / o, 

le second me mb re se red uira au coelfieient de la puissance la plus 
dlevde dc x, e’est-a-dire, en supposant suecessivement 

Cp r//, 

aux quantities 

A, I* 4 — AG, AM*'. -3 AUG ■+■ aB*. 


Or, dans les in A mes cireonstanees, le premier membre reprdsente 
les formes /, g 7 h lorsqu’on y met les quantitds arbitraires m et n 
au lieu des inddtermindcs x et y, ainsi <pie nous volitions le de- 
monlrer. 

La relation 

./ 7 s ■* ^ 

trouve une application innnddiate a la theorie des foactions ellip- 
tiques . Metlons-la sous la forme 

/'(//'■■■(/) - ;> 7 ' 

en divisant par / !1 ot extrayanl la raeine earrde des deux membres. 
Gonsiddrons ensuile Ihnddtcrminde x coniine une variable inde- 
pendante, et fa iso ns 

y- G 

il suit du princino alffdbriuue dii Jacobi pour la transformation 
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des integrales ellipliques que la substitution rationnelle 


8 

f 


( £2 — ac ) x k -b a {be — ah') x z H- ( 3 c 2 — o. bb' — aa r ) x~ 
-t- o (h'r — a 1 h) x-x- ( b U} — a'r) 

/\ 

( a, b, c, b l , a ){x, i)'• 


donnera 


/ 


dx 




r = M 


\J{a, b,c, b', a'){x, >)' 


M etant une constante. Meltons encore 


i an lieu de z 

i 


I’inlegrale 


/ 

sera ramenee a la suivante 

/ 


ds 

/ 4 * a — « —./ 

/p S» — ^ - I ’ 


p designant la constante • Ainsi nous avons la reduction de l’in- 
tegrale elliptique la plus generate a une autre plus simple oil ir entre 
qu’un seul parametre . Et Pon volt immediatement que toutes les 
integrales, liees a la proposee 

r dx 


{a, b } c, b', a' ){x } i ] 


par une substitution lin^aire cjuelconque 


x = 


m X -J- 11 

TTX^V 


conduiront absolument a la m^rac integrate reduite, lc rapport ^ 
conservant la meme valeur dans toutes ces transformees. 
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SECONDE PARTIE. 

TnfioniK A K I T II M ft T I Q U E 1)RS FOIUUKS B1QUADRATIQUKS . 


I. 

De la forme quadratique sur laquelle repose la theorie 
de la redaction. 


Je eonsidererai speeialemenl, dans cc qui \a suivre, les formes 
biquadraliques a racines reel/es, el jc me propose d’exposer a leur 
egard Tapplioalioii de la mdlbode geuerale cpie j’ai donnce dans mon 
Me moire Sur V introduction des variables continues dans In 
theorie des nombres. Cello application aurail du trouver immedia-. 
lemenl place a la suite <le ee Memoire, rnais alors je n’avais pu en¬ 
core rdussir a lever plusieurs diffieulles dont la sole lion sera main- 
lenant Ires facile on se fondant sur les rdsullats que j’ai donnes ici 
dans la premiere Parlie. Dans une autre occasion j’essaierai do 
trailer aussi les formes bi</uudrati(jues cj ui ont dcs racines imo- 
ginaires el <j ui m<» scmibh'nl devoir donncr lieu a nne etude inle- 
ressanlo. 

Soil, eommo preeedemmenL 

f ’ (a, tr e, //, a' )(.r, y c : a (:r a )■ ) (:r — fi t r ) (.r — yy j (a — oy) 

les racines a, [3, y, o elanl r<h*l/es. Lo prineipc aritlunelique de la 
theoric de la reduction repose sur la consideration de la forme 
quadratique 

o - f( .r “*» ay p •,•/*{ .r fb* )* 1* /" (r — yy ) 1 H~ l'" (.r — oy )' 2 , 

ou les quantiles t, l 1 , l tf , t m sont (has variables reelles et positive. 1 . 
Numinous A I 'invariant <le cello forme et S la substitution a coe!- 
lieienls on tiers propre a la reduire pour un sysleme donne de va¬ 
lours des (piantiles L Kn edeeluanl dans/cctte substitution S, on 
aura une transform de 

F - (A, B, (J, IF, A'K#, y)\ 

dont les coenioitmts vdrifieronl les conditions suivantes 


(«) 


aa'*: 


«*A* 

/ e ** /" 9 


Btr 


L 

u. tree"’ 


i a* As 


G 



36-2 


OEUVRES DE CHARLES 1IERMITE. 


cju’on doit considerer en valenr absolue. Ces conditions, que j’ai 
donn^es dans le Memoire precite (§ V, 4 °)? conduisent a consi¬ 
der attentivement la fonction 

T== 

tt' t n f 

et a rechercher les valeurs reelles et positives des variables i pour 
lesquelles elle prend la plus petite valenr possible. J’ai etabli que 
ce minimum avaitune valeur constante dans toutes les transform^es 
equivalentes a la forme proposee, ce qui m’a permis de la prendre 
comme definition de l’invariant de la forme biquadratique. J’ai 
demontre aussi que o devenait un covariant de /, lorsqu’on y rem- 
qdacerait ?, t\ ... par les valeurs speciales qui fournissent lc mi¬ 
nimum de T. Ce sont ces diverses consequences de ma meihode 
generale que je vais developper seulement pour le cas particular 
des formes biquadratiques. Je les ferai preceder de ces deux re¬ 
marques : 

Premierement, aux inegalites 

AA'< ^T, BB'C^T, 
on peutjoindre les suivanles 

AB' 2 <A;T 2 , A'B2<-1-T*, 

12 3 12 3 

qui se tirent de la meme analyse, alin, par exemplc, d’oblenir une 
limite pour le coefficient B, si Ton suppose B'=o, Finegalite 
ne pouvant plus alors etre employee. On generalises 
tres facilement cette remarque, qui cst essentielle pour prouver 
qu’il n’existe qu’un nombre Rni de formes F, dpnt les coefficients 
verifient un pareil systeme d’inegalites. Dans le cas present, il n’v 
a a faire d 5 autre restriction que de supposer qu’on n’ait jamais si- 
multanement 

A = o, B = o ou A' = o, B' — o, 

e'est-a-dire que la forme quadratique n’a pas de racines doubles, 
comme on le voit aisement. II est d’ailleurs inutile d’exclure le cas 
des racines commensurables, qui pourrail donner A ou h! = o. 

La seconde observation qui me reste k faire est relative a cette 
operation arithmedque de la reduction de la forme quadratique cp, 
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| >our lous les system os <le valeurs des variables l } t.\ t m , qui 
j < >uo un role essenliel dans ma melhodc. Divisons cette forme par 
1 <* e.oeflie.ienl du premier terme, do sorle qn’clle devienne 

i* %i - *^•'7 'or 2 , 

t*n posant 

^ a / i ■ {J (' \ y f H 3 ^ ___ a- / -<- (3 2 f' -I- y 2 ^ o 2 

; / • i■ f - I r ' r ' ~ 


A u lieu des quantiles /, on pourra lain', varlcr £ el vi; alors, ce qui 
c^araeterisera, pour ime forme don nee, Foperalion clonl nous nous 

< ituutpons ('St Fetendue d(*s valours quo pourronl recevoir ces non- 
v<dlns variables lorsque les quantiles passeronl par lous les etats de 
grandeur. Or la forme analytique do 5 clr\ rappclle immediatement 
1 os expressions comiucs pour les eoordonnees du point d’applica- 
I ion de la resultante d’un systeme do forces paralleles. Consid^rons 

< lone snr un plan qualm points A, B, G, D rapport^s a des axes 
rurtangulnires, el ayant pour abscisses a, j3, y, 8 cl pour ordonnees 
a ’i ? y^ o*i. F<> quadrilaldre ABG1) sera inscriptible dans une 

eommo on le veil aisemenl, cl par suite sera convexe. 
i done on applique aux divers sommels A, B, C, D des forces pa- 
**** Holes et de menu' suns, respeotivemonl reprdsentdes par?, t\ 
/", i”\ |o point (FappHeation du leur resullanlc sera silue dans son 
i t»idrieur <*t y pourra oeeupor une position quclconque, suivant les 
v 41 lours des eomposantes. Los quantiles 1" el 7) rcpresenlent done 
l«*s ooordontitfesd’un tel point; ee <pii donne une image lr£s nette 
,ios (livers etats de grandeur par lesquels dies devront passer pour 
c*( irrospnndre a loules les valeurs possibles quo doivcnt prendre les 
t j nuntites /, t\ t m dans la forme cp. 


II. 

Determination du minimum de la fonction T. 

On trmtvo aisemenl pour Fi n variant de la forme quadratique cp 
I Expression 

A , //' < a - - Jh’ - >- tt\ 2 — v )*- ■+• U m ( a - 8 )* 4- t r «'(P - Y )* 

— v — 8) 8 . 
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Cela pose, form on s les equations 


dT _ dHT dT _ dT 

Tt ~ °’ df' °’ dt" ~ °’ df" ~ 


on verra qu’elles se reduisent aux suivanles : 

^A . d\ k dl 

it — -A = o, o.t -y-, — A = o, it —r., — A — o, it — — A — o. 

dt dt' ’ df at'" 

Maintenant prenons la somme de deux d’entre elles et retran- 
chons-en la somme des deux autres. II rdsultera de la trois combi- 
naisons lineaires distinctes, que voici 

tt r (oL — B) 2 - *V"( T — 8;2, tf(ff - Y) 2 = ^« w (p — S)*, 

—8)5 = - y) 2 - 


Avant d’en dcrire les diverses solutions, faisons cette substitution 


— P)(* —Y)( a ~ o) 

^ ~ ( fi — a ) (p — y ) (£ — o ) ’ 
il viendra plus simplement 


: 


(y--«Ky —PKy- 8 ) 

— z m 

(6 — a)(o —p)(o — Y) ? 


Cela pose, comme nous avons seulement a determiner les rap¬ 
ports des inconnues, prenons par exemple ? = i. On trouvera ces 
quatre systemes de valeurs : 



Or il est essentiel de rechercher celui qui donne pour t , t f } tf, t m 
des quantiles positives } comme l’exige la question. Supposons a 
cet effet, que a, [3, y, 8 represented les racines de la forme biqua- 
dratique, rangees par ordre decroissant de grandeur. Il est aise de 
voir que le premier syst&me conduit seul a des solutions positives, 
et que les trois autres doivent etre dearths. Effectivement, si Ton 
fait pour un instant 

*0*0 = (* — «) (*? — P) (a? — Y)<> — S), 
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les quanlites t auront alors pour valeurs 




X'0>’ 


X'(T)’ 




—- — y 

x(0 


cl 1 on sail bien qu on obtient des resultats alterna ti vein ent posi- 
lifs cl negalifs, en sul)sliluant dans la fonction derivee la serie 
conslanle des racines. Nous sommes done conduit a cette expres¬ 
sion remarquable de la lorme quadratique cp ? que nous ecrivons en 
inlroduisanl lc facleur - i savoir : 


. p -. 1 r<^— *r) 2 (af-7/J* (x~~oyn 

a L l\?>) x'(y> " x'(S) J’ 

(it il nous rcslc a former son invariant A, afin d’obtenir la valeur 
minimum dc la Tone lion T. 

Les quanlil6s £ el v\, donl il a et6 question precedemment, re- 
prdsenlcnl pour celle forme <p les coordonnees du point d’intersec- 
lion des diagonalcs du quatrilatere ABCD. 

A cel cdelj nous observerons qu’on a, par une formule connue. 


f.r— - aj ^) 2 ( (.r — P.x ) 2 , ( x — yjr ) 2 , — or ) 2 

_ x'ca J H X'(P) 1 7/(T) h 7.'( 5 ) 


PoCi res a lie celle an Ire expression de cs : 




<>■ 


- *}')* _J_ c a- — 

.'(«) ~ r " x'u) . ’ 


Or on cn lire sans difficult 


On a d’ailleurs 


«‘ J x'(“)x'(r) 


done 


ti ft 


I 


T = 


a 2 A 2 

TFFf' 


t6a 2 (a — y) 4 


X'(P)X'(5) 

x'(“rx'(T)’ 


cl, en supprimuuL lcs facteurs communs, 

T = |6« S (* — r) s (P— O'¬ 
Neils relrouvons ainsi les invariants fondamentaux des formes 



biquadratiques, comme coefficients del’equationc 
qui d^terminerait T en fonction de a, b, c, b ', c 
Pequation en 9 que nous avons trouvee dans la pr 
traitant la resolution algebrique de l’equation du 
qui se presente de nouveau. Nous avons, en effel 


done 


■i-e s = Ja(a- y)(P-S), 
T = i6 2 (8, - - 6 2 ; 2 ; 


ce qui peut s’exprimer en fonction entiere de la tr< 
Les considerations suivantes vont nous conduire 
et A, de sorte que le system e complet des eldmen 
la theoiue des formes biquadra tiques rdsultera n 
principes sur lesquels nous avons fonde la the( 
de la reduction. 


III. 

Expression par les coefficients de / de la forme 
qui correspond au minimum de T. 

Nous allons d’abord verifier a posteriori que l 
c _ 1 ( x— p y)~ , (x — yjk ) 2 

x \*) x'(P) x'(t) 

qui correspond ainsi au minimum de T, est un 
comme nous le savons par la theoric generate. So 
/\ 

(a, b , c, ba!){mx \xy, nx-t-vy)'* 

= (A, B, C, B', A.'fix, y ) 4 = A(x — ay) (x — by) (, 

et <I> la meme forme que cp par rapport a la transfc 

(A, B, C, B', A’)\x,y)K 

En posant 


on aura 


X(tf) = (x — a) (x — b) (x — c) (a? — b 
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Or, au mo/en des valcurs dcmnees (premiere Partie, § 11) pour A, 
rt, 1), f, i», on Irouvera iimmklialemenl 


ct 


m.r -+- [xy -- a( n.r -t- vj-) = (/n — a n ) (x — ay ), 

i».r h ny — p (nx vy) = (/« — p n) {x — by), 

nu- •+- ny — y( nx -+- vy) = (m - y n) {x — cy ). 

nix-h py — o(/i.r -T- ->y) = (/« — S/ij (x — by) 


(m — in ) 2 
ay/(a) 

«T (P'r 


( /;/ — y//, ) 2 
(/?/—•£ /? V’ 

■ «X'(3'" 


AX^Tj (mv - 

I 

Xx^Ti 


d’ou r<§suilc qu’ou oblienl 

( mv — n |jl ) :i <I>, 


cn mellaul dans cp, mx + \ky ct nx -+- vy au lieu de x el j. 

Ccla pose, pour dvaluer cp au mojen des coefficients de f, nous 
observerons que la fonclion r6solvanle 


varic on conserve sa valour pour les memes permutations des i'u- 
cines a, fi, y, o, (pie la forme cp, de sorte que, suivant P expression 
de Lagrange, on a ainsi deux functions semblables de ces racines. 
Or nous avons procddeinmenl obtenu (premiere Partie, § II) le 
carrd do la fonclion rdsolvanlo cn fonction de la quantite 9, d’ou il 
suit (pie le oarre do cp s’exprimcra ralionnellemenl par les coeffi¬ 
cients do la forme proposdc f ct cette meme quantity 9. Mais il 
imp or to do fixer a vec precision celle des trois quantities que nous 
avons designees par 0,, 0 2 , 0 3 , qui enlrera ainsi dans 1’expression 
de cp-. El, d’ahord, les trois valeurs 

(a H- p y —- 8) 2 , (a-Ho— y—p) 2 , (a + y — po) 2 

s’exprimcnt rcspectivcmcnt par 9 1; 9 2 , 9 3 ; e’est done la racine 9 ;) 
(juc nous aurons a employer, et qu’il faut essayer de caract^riser, 
de manure k la faire reconnaitre sans ambiguity. 
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iappelons, a cel effet, les relations 

—0 2 = i-a(a —y)(P — o), Gj — f) s = J-- o ) ( ? — y )? 

0 2 - 0 3 = {a(a-P)(8- Y ). 

ame nous avons suppose les racines a, (3, y, 3 l'angees par ordre 
:oissant de grandeur, on voit qu’on aura 

Oi — 0 2 > o, 0 1 — 6 3 > o, 0 2 — 0 3 < o, 

: coefficient a est positif, et, s’il est negatij\ 

01—0-2 <0, 01 — O3 < 0, O2 — O3 > o; 


c, dans les deux cas, 9 3 est la racine moyenne, comprise entre 
deux autres 6, et 0 2 . 

,e point important etabli, voici comment on obtiendra <p 2 . De 
^conde des expressions precedemmenl donmSes, savoir : 


© 


a 


{x — ocr ) 2 


O —yr) 2 1 
y'( y) J’ 


mnclura aisement 


a-{a — p)(o — y>.(a — 0 ) ( 3 — y) 

X [afa — £ •+* y — 0 ), a({3o —ayj, &(s<3y -j- ryo — afio — J3yo)J (.r, y)- 
acteur iiTationnel 

9 . 

« s (« — PA 8 — rM a — 0) (P — V 
in invariant, comme egal a 

T 

8( 0i —0 3 ) (0 2 — 0 3 ) * 

i la forme plus simple 

[fl(a~p + y — 0 ), ((3o — ay), a( a[3y H- ayo — oc(3o — (Jyo) J (x, y / 

un covariant de /, aussi bien que cp. Or le carr^ de son pre~ 
' termc s’obtieni de suite par la formule 

a-(a -+- y — p — o) 2 = x6(6 2 — ac h- «0 3 ). 
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On en concltU lc rdsultat suivant, auquel nous voulions par- 
venir, savoir : 

0s/), 

f dtant la forme proposee ct g le covariant dont nous avons donne 
la definition au commencement de ce Memoire. En effet, on peut 
dire en gdndral que deux covariants d’une meme forme, qui ont 
leurs premiers termes egaux, sont par cela seul necessairement 
identiques. C’estune consequence immediate de ce que nous avons 
etabli (Premiere par tie, § 111), en deduisant les fonctions /, gel h 
seulement de leurs premiers termes 

a, Z> 2 — ac et a%b r —3 abc-hzb*. 

Nous sommes ainsi ramenc par une voie nouvelle a la conside¬ 
ration du covarianl g : et aussi a la relation importante 

<1 — *7* g —jP ‘Ug +• °i/) ig ■+■ °2/) (g -+- 0 8 /) = h'-. 

Chacun des fac leurs 

se Lrouve elrc en effet le carrd d’une forme quadratique analogue 
a tp. (Celle propridld a 6 Id aussi oblenue par M. Cayley, qui m’en 
a donnd rdccimncnl communication; ellc est le point de depart de 
lamethode do resolution de liquation gdndrale du quatrieme degre, 
dont j’ai pa rid au commencement de ce Memoire.) Ainsi leur pro- 
duit est bicn un carrd parfait. En meme temps, nous obtenons la 
decomposition en Lrois facieurs du second degrd du covariant h , 
d’ou V 011 pent conclure la resolution dc Fdqaalion h = 0 . 

IV. 

Des questions arithmetiques dont les resultats precedents 
donnent la solution. 

litanL proposdes deux formes biquadratiques / et /', on pourra 
recommit ire si ellcs sont dquivalcntes, ou non, en calculant leurs 
transformees rdduiles F et Fb Pour oblenir ces transformdes re- 
duites, on form era I’d qua lion en 0, qui sera la meme pour f et/ ; 
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ioit d’abord suppose!' a ces deux formes les memes invcz — 
Cela fait, on choisira la racine moyenne dc ceLte equation 
l’on en deduira les deux formes quadraliques ^ et <]/, en 
at la racine carree des fonctions 

f'+Qg'- 

:duite F s’obtiendra en effectuant dans / la substitution e. 
ints entiers et au determinant un, propre a rdduire ij/, et 1st 
F' en effectuant dans,/ 7 la substitution propre a r^duire 
Lant il suit de notre ihdorie : la condition n6cessaire et suf- 
)our que / et f f soient equivalentes est que F et F'soient 
ues. 

cond lieu, si l’on propose de calculer le systeme complete 
aes reduites qui ont les memes invariants i et j , on dedui l 
leur minimum de T, ci-dessus obtenue, savoir : 

T = i6 2 (0! — 0 2 )2 3 

9 2 designent la plus grande et la plus petite racine de 
m en 9, la r£gle suivante : 

dculera tous les systemes de nombres entiers A, B, C 7 
ti verifient en valeur absolae les conditions 

G'< -J- (0 t — 0 2 ), 

AB'*< (1)3(6, -0 2 ) 3 , A'B' 2 < (>-)»(<>,- 0 2 ) 3 . 

\emesj en nombre evidemment fmi, donnevont autazzl 

es F, F", F w ,- On choisira les reduites destinees cz 

iter dejinitivement les classes distinctes de memes in — 
en calculant les formes quadratiques y/(F -4- 9 3 G-), 
3 G / ), ... et conservant settlement celles des formes F, 
uxquelles correspondront ainsi des formes quadra .— 
iduites, oil le coefficient moyen ne surpasse pas celt-cz 
ui lui-meme ne doit pas surpasser celui de y 2 . 

Line autre occasion, j’esp&re pouvoir presenter des appK— 
um^riques de cette th^orie; je me bornerai main tenant a 
sr cette circonstance que, pour les formes quadratiques ii 
nSels, l ? in variant j est essentiellement limitd par la valeur 
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tlonneo dn i. liilecli vein tint, coimnc le discriminant i 3 — 27 j' 1 doit 
(hi re posilif, il faul qu’on ail, j~ < —• i 3 ; on pent done dire que 
tonics Ins formes biqumiruliques a raeincs reclles 

( r, b , e, //, a'Hx. y)\ 

pour losquelles la fonction aa!- \bb' 3c* 2 a une valeur donnee, 
sonl, reduelihles a un aomhro (ini do classes distincles. 

Paris, j u il let x 8 f>/i. 



SUR LA THEORIE 


DRS 

FONCTIONS HOMOGfiNES 

A DEUX INDETERMINEES. 


Journal de Crelle } Tome 52. 


SECOND MEMO IRE. 

Dans mon premier Memoire, qui a pour principal objel Fetude 
des formes biquadratiques, j’ai eu soin de considdrer sdparemenl 
la theorie algebrique et la theorie arithmetique de ces formes. 
Relativement aux fonnes quadrcttiques, une pareille distinction 
serait inutile, en raison du petit nombre de notions algdbriques 
qu’il est necessaire d’etablir comme base des considerations arith- 
metiques. Mais, des qu’on s’dleve aux formes binaires de degre 
quelconque, on voit la theorie algebrique prendre un ddveloppe- 
mentinattendu et digne du plus grand intdret. En effet, en pre¬ 
sence des elements analytiques nouveaux dont elle manifeste 
Fexistence, les notions les plus simples et les plus faciles qui 
nous sont requises par Fetude des formes quadratiques viennent 
alors s’offrir sous un tout autre aspect, et parfois, donnent nais- 
sance a des notions nouvelles. Je me propose d’en montrer ici un 
exemple, en traitant de la distribution en ordres des formes cu- 
biques et biquadratiques . 

M. Eisenstein, dans son beau Memoire intituld : Nouveaux 
theoremes d J Arithmetique transcendante, publid dans \e Jour¬ 
nal de Crelle, t. 35, a ddj& remarqud que la presence des formes 
adjointes, dans la theorie des formes quadratiques ternaires, 
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conduisail a faire reposer la distribution en ordres de ces formes 
sur un principe nouveau etdifferent de celui que M. Gauss a donne 
pour les formes binaires. Nous allons voir que, pour les formes 
cubigues et biquarfratiques, le principe de M. Eisenstein va lui- 
meme se presenter sous un jour plus etendu, el conduira a trois 
subdivisions differentes de la to talite des formes qui possedent les 
memos invariants fondamentaux . 

Gest la d’aillcurs un resullat qui appartient en propre aux formes 
dont nous parlons; de sorte que la forme du cinquieme degre el 
celle de degres plus dleves donnent lieu pour la dislribution en 
ordres a des considerations Unites differentes. Plusieurs autres 
faits se pr6senleront, comme nous l’avons deja annonc£ dans la 
suite de ces rccherches, pour manifester dans des circonstances 
variees cettc difference de nature qu’on rapproche naturellemenl 
de cette difference analytique si profonde, enlre les racines des 
equations des quatrc premiers degres, qui s’expriment par simples 
radicaux, et celles de degi'ds plus eleves qu’i] est impossible d’ob- 
tenir de cettc maniere. 

Dans I’esperanec que de parodies considerations interesseraient 
peut-elre, j’ai ddvcloppe, avec details, 1’application aux formes du 
cinquieme degre des propositions algdbriques generales sur les- 
qucllcs rcposenl la distribution en ordre des formes binaires. Plu¬ 
sieurs des resullals qui sc presen leron l dans cettc application sc 
relrouveronl d’aillcurs ct joueront un r61e important dans F etude 
specialc des formes du cinquieme degre, a laquclle je consacrerai 
proebainement un nouveau Mdmoire. 


T. 

Principe de la distribution en ordres des formes binaires. 

II est un point de vuc sous lequel la notion des ordres de classes 
quadraliques de memo determinant s’dend immediatementa toutes 
les formes, quel que soit leur degrd el le nombre do leurs inde- 
termindes. Ainsi, en nc considdrant que les formes binaires a t leur 
appliquant la mclhode suivic par M. Gauss dans le § 226 des Dis- 
quisitiones Arithmetical on pent nommer primitives toutes les 



formes 


/= («> b,c, .. y) m 

de memes invariants, dans lesquelles le plus grand commun di¬ 
viseur de a, b, c, est Punite. Cela dit, Pordre proprement 
primitif sera defini comme reunissant toutes les formes dans les¬ 
quelles le plus grand commun diviseur de 

. m .77i — r 

a. nib, - c , 

’ r .2 

sera Punite, et ensuite on obliendra aulant d’ordres impropre- 
ment primitifs que le plus grand commun diviseur de ces memes 
nombres pourra recevoir de valeurs dislinctes. 

Maintenant, si Pon passe aux formes 

F = (A, B, C, . 

dont les coefficients A, B, C, ... ont un plus grand commun divi¬ 
seur S, on pourra les nommer derivees des formes primitives 


Cela pose, pour chaque valeur de S, on aura un groupe de formes 
derivees, dont la distribution en orclres suivra immediatement celle 
des formes primitives qui leur correspondent. Rien de plus facile, 
on le voit, que cette premiere extension des principes de M. Gauss 
qu’il nous a suffi d’indiquer en peu de mots. Mais, d£s qu'on con- 
sidere d’autres formes que les formes quadratiques a deux inde- 
terminees, on voit intervenir de nouveaux elements analytiques qui 
jouent dans toute la theorie un role essentiel; ce sont les formes 
adjointes et les formes nominees covariants par M.Sylvester. Ces 
deux genres de formes ne sont pas essentiellement distincts, comme 
on le sait, dans la theorie des formes binaires; ils seram^nent aux 
seuls covariants, dont je crois devoir encore rappeler la propriete 
caracteristique. 

Soit 

/ = (a, b, c, .. .jO ,y)‘ n 


une forme binaire, et supposons qu’on ait identiquement 

(ct,b, c , = (A, B 5 C, . ..fta?, y) m , 
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on donnera le nom de covariant cle/ a toute fonction 
o(a, b, c, ... ; x,y) 

rationnelle et entiere en a ) b, c, . ..; #, y, qui satisfait a la con¬ 
dition 

(A) (W—rgy cp(«, b,c. ...\ ga? +-£>, 7)» = ©(A., B, G, a?, y), 

l’exposant de la puissance a laquelle est dlev6 le determinant de 
la substitution £y/— rf! etant entier et positif. Cela pose, il est 
bien facile de rcconnaitre que le plus grand commun diviseur des 
coefficients d’un covariant quelconque cp, de la forme /, sera un 
element nunubique, caracterislique de la classe entiere a laquelle 
ap par lien t celte forme. Nommant, pour un instant, cp' une expres¬ 
sion semblable a cp, mais se rapportant k une forme f arithm^- 
tiquement equivalente a /, il suit de liquation (A) que cp et cp' 
seront elles-m£mes ari lb m e ti q u cm en t eq uivalentes et auront ne~ 
cessairemenl le merae plus grand commun diviseur pourleurs coef¬ 
ficients. L’ensemble dcs classes/,/, qui ont les m&mes inva¬ 

riants, pent elrc ainsi divise en ordres en appliquant le principc 
memo de M. Gauss, leL que nousl’avons presente tout k l’heure, anx 
covariants cp, cp,, cp 2 , ... qui lour correspondent respectivement. 
Et, par la, on voit s’olfrir autanl de divisions en ordres que de co- 
varianls dislincts, de sorte quo 1’iddc arithmdtique tr5s simple, qui 
nous a 6Id donnec par la iheorie des formes quadraliqnes, recoil, 
par le fait de 1’exislcncc des divers covariants, un developpemenl 
aussi iniercssanl que difficile k suivre. On est conduit en effet a 
ces problemcs, sources de belles recberch.es analytiques: 

i° Trouver tons les covariants des formes d } un degri donne. 

2 ° Trouver comment dependent des invariants fondamen- 
tauxj les diviseurs d } un covariant quelconque, cjui fournissent 
les caractdres d 1 une division en ordres y relative ace covariant. 

3° Comparer entre el les toutes les divisions en ordres quire- 
posent sur la consideration des divers covariants. 

C’est la solution de ces questions que nous nous proposons 
d’offrir pour les formes cubiques et biquadratiques. Elle se 
fonde principalement sur les propositions g^ndrales que nous 
allons £tablir. 



II. 


Propositions sur les covariants des formes binaires. 

Premiere proposition. — Soient g et h deux covarictn ts quel- 
conques de la forme 

f^(a,b,c, ...)(x, y) /n , 
de sorte qu’en .faisant 

(a, b , c, lx-+-\y )” 1 = (A, B, G, . ..)(#, yr) fn 

et y pour abregery 

t)d — k\ — xZ, 

on ait 

(i) <* s g(a, b,c, ..kx -nxjr, Ix-^-ly) = g(A, B, G, ..a?, jk), 

(a) <Wi(a, 6, c, ..ton- xjk, Za? -+- \y) = A(A, B, C 7 . ..; a?, jk)- 

Je dis qu’en posant 

( 3 ) g(a, b,c, ..g Y, jX + g y) = 0 (o, 6, c, X, Y), 

on aura l’identit£ 

(4) w* 0 (&,Z>,c,...; kx-^-xy, Z^-+-Xj,X, Y) = 0(A,B, G,...; a?, jk, X, Y). 

Ainsi les coefficients des divers termes en X et Y dans cette fonc- 
tion 9 se verifieront de meme nature que (i) et ( 2 ), et seront des 
lors des covariants de /. 

Soit 

\ = kx *+* xjj/, tq = lx -+- Xjk, 

v dh dh __ 

w = 3?X-—— Y, p = rX + ~Y; 

<?7 ^ dx 

nommons U et Y ce que deviennent respectivement u et v quand 
onremplace les coefficients a, 6, c, ... 7 qui entrent dans la forme h 7 
par A, B, C, ..de sorte que 

(■ 5\ u x dA(A,B,G ,. ..;x,y) ^ y y x ^A(A, B, G,.. .: cc, y) ^ 

; dy ' J dx y 
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( 6 ) 


AU xV = £ X — o'+i Y 

Or. ’ 


ZU + AV = Y]X-i-(o'- 


dh(a,b ,c. 


J’observe pour cela que l’identite ( 2 ), ou, ce qui revient au 
m6me, celle-ci : 

<o ( h(a, b, c, = /i(A, B, C, ...; x,y), 


donne, par la differentiation, 


(7) 

dh (A, B, G,... 

•;^r) .,,r,.dA(a,A,c,.. 

., ?,Y)) 7 dh(a,b,c,... 


Ox 

" 1. * 

L . \ . 

—J, 

(3) 

dA(A,B,C,.. 

• u' B dh(a ’ b ’ c ’- 

; ^ dh(a, 6, c,... 



L" 01 

dr, 

J' 


Or les equations (5) donnent imm^diatement 
iU + xV = (kx -+- Y.jr) X 

r dh ( A, B, C, . ■ ■ : x,y) _ dh( A, B, C, x,y) 1 Y 

L dx 1 ty J ’ 

ZU-t-AV = (lx-h\y)X 

_l_ f-i r)A(A, B, C, ... : x,y ) _ ^ c>A( A, B, C, x,y) ' | y 

0x dy J ’ 

et, en substituant les valeurs des deux derives partielles que 
fournissent les Equations ( 7 ) et ( 8 ), il vient precisement les equa¬ 
tions ( 6 ) que nous nous proposions d’etablir. 

Cela pose, revenons a la relation ( 1 ), que nous allons reproduire 
en ecrivant U etY au lieu de x etj/, savoir : 

9) <*sff(a,b 9 c, *Uh-xV,/U + *V) = *(A,B,C, ...;U,V), 


et k la relation (3), par laquelle est d^finie la fonction 9, 

(lo) g(a, b, c, . . . ; zz, 9 ) = 0(a, 6, c, . .. ; x,y, X, Y). 

Si, dans celte derniere identite, nous substituons A, B, C, ... a 
a, 6, c, ..., il faudra aussi me tire U et V au lieu de u et e, et il 
yiendra 


*(A,B,C, ...; U,V) = 0(A,B,C, Y). 
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ou bien, a cause de liquation ( 9 ), 

bj c, A U + xV, /U -+-XV) = 0( A, B, C, .. .; x, y, X, Y )• 

Maintenant, il r^sulte du lemme precedemment etabli (equat. G) 
que 

itU + xV, l U-hXV, 

qui entrent dans le premier membre, sont ce que deviennent res- 
pectivement u et v lorsqu’on y remplace x etj^par £ et?], et qu’on 
multiplie Y par o/ +l . L’expression 

g{a,b,c, /cU-hxV, JUh-XV) 
n’est done autre chose, en vertude l’equation ( 10 ), que 
0 (a,b : c, £, tj, X, a>*+* Y), 

et nous obtenons de la sorte la relation que nous voulions ^tafol ir ? 
savoir : 

M s 0(a, b,c, 1;, 7 ), X, co'+n’) = 0(A, B, C, &,jr, X, Y ). 

On pent aisement juger, par cette premiere proposition, de In 
multitude des covariants qui existent pour une forme donnee. 
Ainsi, en prenant g et h <%aux a/, qui est ^videmment an covet— 
riant par rapport a elle-m£me, on en obtiendra un certain nombro, 
avec lesquels on pourra encore employer le meme theorem.e. Si 
done on ne retrouve pas ainsi des formes obtenues pr^c^demmen t, 
on verra de nouveaux covariants naitre de tons ceux qui se sont 
deja presentes, et il semble bien difficile de d^duire de la une 
expression analytique g^n^rale pour tantde quantites qui peuvent, 
tout en restant dans le m 6 me principe, naitre les unes des autres 
de tant de manieres differentes. Yoici ce qu’il m’a et€ dorm .6 do 
trouver apr&s de longues meditations sur ce sujet: 

Seconde proposition. — Nommons covariants associes a h cen.c 
qui resultent de la premiere proposition lorsqu’on suppose g 
egal d la forme f: je dis que tout covariant de f, quel epic’il 
soit } ou an moins son produit par une puissance entiere de /i, 
sera une fonction rationnelle et entiere des covariants associes. 

Pour mieux pr^ciser d’abord, cette notion des covariants ctsso- 
cies } reprenons Fexpression analytique qui leur donne naissan.ee, 



F ON CT IONS HOMOGENES A DEUX INDETERMINEES . 


S 79 


savoir : 


a, b , c, 


.} (*x- 


dh 

dy 




()27 


II conviendra, en nommant 11 le degre de A en x et y, d’ecrire 

- 1 - Y au lieu de Y. Cela etant, si l’on met en evidence les coeffi- 
n 

cients des divers terrnes en X et Y, il est clair que celui de X m sera 
la forme propos^e /, et, en faisant 




1 Oh 
n dy 


Y, yX 


i_dh 
n dx 



h u fi9, A 





ces quantiles A*, Ao, . • h ni seront ce que nous nommons dore- 
navant les covariants associ£$ a A. 

Cela pose, soil, 

A, c, ... \x,y) 


un covariant quelconque de/; nous pourrons ecrire les deux iden¬ 
tity 

(a,4 1 c,...^X + yY,7X+yY)'“ = (A,B 1 f-, 

( ocy' — yx'^Ti^a, A, c, ..xX -+- a?'Y, yX ~hy r Y ) — B, C, .. .; X, A), 


ul etanl un certain nombre entier. Maintenant faisons 

, 1 dh , __ i dh ' 

X ~~ n dy ’ ^ 71 dx 3 

les coefficients A, B, C,... deviendront respectivement/, A,, A 2 , 
et le determinant xy J — yx l la forme A elle-meme. Supposons en¬ 
core, dans la secondc equation, 

X — i, Y = 0; 

son second mcmbrc sc reduira 6videmment au coefficient de la 
puissance la plus £lev<$e de X, fonction rationnelle et entiere de 
A, B, C, ... que nous d<£s ignerons par (A, B, C, ...). II vient done 
ainsi liquation suivante : 

(it) hV-Tz(a, b,c, .. .; x,y) = (/, h u A», • • ■)? 

par laquelle noire proposition se trouve demontree. 

Pour en montrer imm^diatement une application, n.ous allons 
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faire voir cjae Ions les covariants (Tune forme quadratique 
f= («, A, c){x,yy l 

s’obtiennenl en multipliant une puissance de f par une puissarxci- 
de l’invarianl A 2 — ac . 

Remarquons d’abord que le second membre de la relation (i * ) 
est homogene en /, A* , A 2 , • car il provient de 1’expressioxx 
(A, B, C, .. qui est necessairement homogene en A, B, C, - - - 
puisque, en general, lout covariant d’une forme est une fonctioix 
entiere homogene des coefficients de celte forme. Cela etant, on 
11*01176, en prenant A = /, 

(a,6,c) (*X- i |y, r X+ I |y) ! = t/,o, (ac -6*)/f(X, Y)* 
et 

A, c\ x,y) — [/, o, ( ac — A 2 )/]. 

Or, le second membre devant etre homogenc par rapport aux deux 
quantites/et (ac — A 2 )/, ne peut etre que le produit d’une pui s- 
sance de /par une fonction de l’invariant, et, pour qu’un tel r*o— 
sultat soit aussi homogene en a, A, c, cetle fonction de 1’invaria.xi 1 
doit etre proportionnelle a une simple puissance. Done, tout cova- 
riantde la forme quadra tique proposde, fonction rationnelle et exi- 
liere de x, r, et a , A, c par definition, est compris dans la form.nl < k 

(b*- ac yf'Y 

i et k elant enliers. 

Si simple et si prevu que fut ce rdsultat, je n’ai pas cru inutile- 
de l’dtablir rigoureusement a cause des consequences qui s’en de- 
duiront par Papplicalion de la loi de reciprocity : consequences 
que j’ai deja indiqudes dans le Journal de M. Thompson. D’aillen jth 
il montre, sous un certain point de vue, comment les formes qticz— 
dratiques se distinguent des formes cubiques et biquadratiqte.42s y 
dont nous allons nous occuper, tout en partageant avec elles nxio 
propriety caraciyristique que nous verrons Lout k coup disparaiLx-c- 
dans les formes clu cinquieme degry. Nous ferons prececler ccs 
questions de quelques remarques sur le sysleme particulier des 
covariants qui sont associes a la forme propos^e. 



m. 


Sur le systeme des covariants associes a la forme proposee. 


On Fobtient en metlant en evidence les divers termes en X et Y 
dans l’expression 




i df 
m dy 


■£ Y, yX + - 2. Y 


L d lv\ 

m dx 


de sorle que, si nous faisons 




c,... j (xX 


x ~i fr' 1 ’ . 


les covariants associes a/se trouveronl d^signes par/,, />, .. .,/ m . 
Leurs premiers termes s’obtiennenl facilement; car, en faisanl 
y — o dans les expressions 


xX ■ 


i Of 


Y 


ct 


yX + — -f- V 


elles deviennent simplement 

xX — hx fn ~ { Y et ax m ~ 1 Y. 


En faisant, pour abr^ger, 


m . in — i 


.i+i 


< )m-if 
dx m —i 


<?i(^,y), 


on trouvera amsi 

fl = cp/(— (7) _f_- 

Ce coefficient <p*(— 6, a) est divisible par a , comme on le voitaisc- 
ment; il s’ensuit que, en employant la methode donnee dans mon 
premier Mdmoire, pour ddduire un covariant de son premier terme 
on obtiendra la forme/ en facteur cornmun dans la seric cnlierc 
des covariants associes. Cette remarque faite, je vais (Hudier de 

plus pres les quotients — b, a), en supposant a i les valeurs 
i, 2 , 3, 4, 5, et en 6crivant les coefficients de / suivanl l’ordre 
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Cela pose, recherchons si d’autres covariants ne naitraient pas, 
par exemple, du d^veloppement dc 


, b, c, d'j (xTL ■ 


I d £ 

■2. dy 


Y ,yX 


i d_g 
a dx 



Or on trouve sans peine que 

(a, b, c, dj (*X- \-f y Y, yX+ g x)’= (/, A, A/, AA^X, Y)», 

A designant l’invariant unique de /,• savoir : 

A = (be — ad) 2 — 4(6 2 — ac)(c 2 — bd) 

— 4 ac, z -h 4 db 3 -f- a 2 d 2 — 6 abed —• 3 b~ c-\ 

Ce sont done encore f el h qui se pr^sentenL, mais accompagn^s 
maintenant de 1’ invariant A. Notre seconde proposition (§ 11) con¬ 
duit ainsi a ces deux conclusions : 

Tout covariant 6 de la forme cubique / est exprimable, soil 
de cette manic re : 

nf/, /?, h) 


(0 

so it de la suivante : 
(*0 . 


0 


0 = 


les deux numerateurs etant des fonctions rationnelles et en- 
tieres des diver ses quantites qui y entrent, et les expos ants u 
et v etant entiers. Or, de Id, il est facile de cone lure que 9 peut 
egalement s’ exprimer par une fonction enti&re de /, g : h el A. 

Pour 6 tablir la demonstration, j’observe d’abord quo deux cjuel- 
conques de ccs trois quantites f, g, h peuvenl &Lre regardees 
comme enticement independantes. On le voit en considerant un 
cas particulier. Soit, par exemple, 

/=^ 3 +/ 3 ; 

on Lrouvera 

£• = —a<r/, h — x*—y*\ 

quantites qui, envisagees deux a deux, ne peuvent etre liees par 
aucune relation independante de x et y. Mais, entre /, g et A, 
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une telle relation existe necessairement et s'obtient en comparant 
les invariants cles deux formes 

f a, t>, c, dr ? et (/, o, — l /-, /A p \ 7 Yj», 

qni sont respectivemenL 

A et /***- \f>g\ 

( )r, la seiionde resultant de la premiere, par la substitution lineaire 
an determinant/, <jui donne naissance aux covariants associes a/, 
on trouvera 

A/« = /*/** — 1 A/^3 

et, plus sim[>lenient, 

( 3) V* + i tf 3 = 

(Cette equation a ele recemment indiquee par M. Cayley dans 
ini Memoire intitule : Nouve/les recherches sur Les covariants.) 

Cela pose, j’observe que les numerate urs dans les expressions (i) 
et (:>,) de 8 pourronl etre ramenes, en vertu de cette relation, a 
contenlr seulenient la premiere puissance de h; ainsi, on pourra 
ecrire 

H(/, g, h ) = Hof/, g, A) -h hU x (/, g , A), 

<*>(/, //, A J = <M/, AS A) H- A<M/, g, A), 

les nouvelles fonctions II 0 , Hi, <E\m etant essentiellement en- 
lieres en /, g et A. 

Kgalons main tenant les deux expressions du covariant 8; il 
viendra 

-L 1I 0 (/, A ) -A II, (/, £,&.)= ^ <J> 0 (/, a ) -h A *, (/, £•, A). 
Or je dis qu’on devra avoir s^parement 

(4) jilhV, * A) = 

(5) ™ A) =^^(7,^ A). 

JEllectivement, s’il ri’en 6Lait pas ainsi, on aurait entre f, g , h une 
equation essentiellement distincte de (3), contenant h au premier 
degr6 seulement. II serait done possible, en eliminant celte quan- 
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tite, d’obtenir entre f el g une relation independanle de x et y\ 
contrairement a ce que nous avons precedemment etabli. Or 
l’egalite (4), lorsqu’on a chasse les denominateurs, prouve imme- 
diatement que n 0 esl divisible par et <I> () par g\ Une conse¬ 
quence toute semblable se tire de L’egalite (5). Ainsi nous avons 
ce theoreme : 

Tout covariant de la forme cubique proposer f est une 
fonctionentiere de /, g, h et de Vinvariant A; le covariant h 
pouvant etre re garde conime entrant settlement au premier 
degre dans cette fonction. 

De la decoulent beaucoup de consequences sur Lesquelles nous 
aurons a revenir dans la suite de ces recberches. En nous bor- 
nant maintenant a ce qui se rapporte a la division des formes 
cubiques, nous voyons que cette division pent etre faite de irois 
manieres differentes. 

Soient, en effet, /, f il) les formes par lesquelles on 
pent representer la totality des classes cubiques dilferentes pour 
un meme invariant A; a ces formes correspondront, d’une part, les 
coVariants quadratic/ues g , g f , g jr , . g il) et, de I’autre, les 
covariants cubiques , A, If A /; , ...? h {i) . Cela pos<£, chacun de ces 
trois groupes de formes, que pour abreger nous nommerons (/), 
(g) et (A), pourra tout d’abord &tre individuellement divis^ 
en ordres, en appliquant le principe de M. Gauss, tel que 
nous 1’avons present^ (§1). Or, en reunissant dans le mke 
groupe toutes les formes de (/), dont les covariants quadratiques 
appartiennent au meme ordre dans (g), on obtiendra une seconde 
division en ordres de (/), que nous dirons attache a g. El sem- 
blablement, si l’on prend pour point de depart la division en 
ordres de (A), et qu’on reunisse encore dans un meme groupe les 
formes de (/), dont les covariants cubiques appartiennent au 
m£me ordre de (A), on arrivera a une troisieme division en ordres 
de (./*), que nous dirons attach^e a A. De ces deux derni£res divi¬ 
sions, celle qui est attachee a g a la plus grande importance, 
comme nous nous reservons de le montrer dans un autre M6- 
moire. Elle sert de base, en effet, a la determination complete du 
nombre des classes cubiques pour un invariant donn^; reclierche 
que M. Eisenstein a deja trait^e d’une maniere aussi ing6nieuse 
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qu’elegante, mais seulement dans un cas particulier. Pour ce qui 
regarde la division en ordres altachee an covariant A, je ne puis la 
justifier que par I’analogie avec la pr^cedenle, car jusqu’ici je n’ai 
pas encore ete amene a en fa ire usage, et a la caract&riser par 
quelque propri^te arithmetique particuliere. dependant, dans plu- 
sieurs circonstances, j’ai vu le covariant A jouer un r61e important, 
et j’en vais citer un exemple qui se rapporte pr^cis^ment a la 
recherche du nomhre des classes cubiques. II est necessaire, dans 
la methode que j’ai suivie, d’ohtenir l’expression analytique de 
toutes les formes pour lesquelles le covariant quadratique est le 
m£me. Or, f designant une forme d^termin^e dont le covariant 
quadratique est g, toutes les autres qui auront le meme covariant 
seront donnees par la formule tf -)- uh, h 6tant le covariant cubique 
de des constantes li^es par la relation 

t 2 — 4w 2 = r. 

II me reste encore a indiquer comment les diviseurs communs 
des coefficients de /, g 011 h dependent de A. Or, en nommant X, 
p., v ces diviseurs, et remarquant que les invariants de /, g, A, a 
savoir : A, A et A 3 , sont respectivement des fonctions homog&nes 
du quatri^me, du deuxi^me et encore du qua tribune ordre, des 
coefficients de ces formes, on voit imm^diatement que 

X 4 est un diviseur de 4, 

(j. 2 id. 4, 

v 4 id. 4 3 . 


A ces relations il faut aussi joindre les suivantes : 

X 2 est un diviseur des coefficients de g, 
X 3 id. h, 

p. id. 2 h. 


Les deux premieres sont 6videntes, et la troisi^me suit de 
I’equation 

6 A = — ~ ? 

dx dy dy dx 


dont le second membre contient le facteur trois, qui est amen6 
par les derives partielles 



Division en ordres des formes biquadratiques. 


La recherche du systeme complet des co\arianls esl le point de 
depart de cette question, comme de la precedence. Nous aliens la 
traiter en nous proposant de mettre dans lout son jour Lanalogie 
que nous avons reconnue a cet egard entre les formes cubi<y ites et 
biquadratiques. 

Soit, en conservant les denominations de moil premier Me- 
moire, 

/= (a, 6, c, b\ a r )[x,yy 

la forme proposee; ses covariants associes seronl, dapres les fur- 
mules generates donnees a la fin du § III, 

A = 

A = — fg> 

A =fh, 

fetant Vinvariant quadratic]ue 


aa' — 4 bb' -i- 3 c 2 ; 

g et A, les covariants que nous avons deja consideres, savoi.r : 

g— [6* — ac, j(bc-ab'), {( 3 c 2 — ibb' - aa'), 

1 (b' c — a' b), b Ul — a'o,\{x, jk)S 
A = (/>, q, r, s, r', q'.p'Yioc, yp, 

en faisant pour abreger 

p = 2 b z 3 abc -h a 2 b\ 6 q = Qb~c — 9 ac 2 4- ‘2 abb' -+- a 2 aJ, m . 


Cela pose, les covariants associes a g resulleronl de Fidentit^ 


suivante : 


a, b , c, b’, aj pX - 7 jf Y, /X H- I d £ Y 


-{/(Jf+ig), -ih(jf+ig), -jg-t + J-^jf. h ^,sj(X, Y>‘, 


KO N n T I () JSJ s II () MOW K N KS A DKUX INDKTIiRMINEES. 389 

qu 7 on veriti era |>ur un calcul un pen long, quoique sans difficult^, 
en reduisaul les covarianls a lours premiers termes. 11 en resuhe 
((ue nous retrouvoas los quantiles /, g, A accompagnees des deux 
invariants i cl y . Ainsi la seeonde proposition du § II conduit a ces 
conclusions ‘ 


Tout co i'ftrur/i t 0 de la forme bicjuadratique f est expri- 
niable, sotd de cette manic re: 


(O 

salt de La su ivante 
% 

O) 


0 _ "</- ff,0 

"A ’ 


0 


'i>( 


h ; hj) . 


les deux /itirur rateu rs Hunt des fauctions rationnelles et en - 
tie res des div&rses <juantit.es qui y entrent, et les exposants 
p, v (Html entie/'s, 

Je vais xnaintenanl dtablir que 0 peul egalement s’exprimer par 
une lb noli on enliere do /, g, A, i et j. J’observe d’abord que f et g 
ne saurairnl etro lies par aucune relation ind^pendante de x ety; 
coniine on lo voil en oonsiderant le cas parliculier de f—x ,k -Py* 4 , 
qui douiu^ g ~~ — x-y -. Mais une telle relation existe entre J\ g 
et A, (it a ete eta I die dans mon premier Memoire, savoir : 

4A":* — />/“ “./’/'*= A*. 

Or, on voil, quo les numerateurs, dans les expressions (i) et ( 2 ) 
de 0, pour rout el re ra menes, a laide de ce lie relation, a ne con- 
tenir que la premiere puissance de A. Ainsi on pourra ecrire 

i) =iio(/i/r; hj ) -+- a ih (/,#■; hj ), 

<P(j\ h ; i, j ) = <t> () (/, g; ij) + A<t>i(/, g\ i, / ), 

les uoti voiles to net ions O 0 , If ( , <t > 0 7 7 etanl essentiellement 

enlieres en /, g, i (it y. II suitde la, en egalant les deux expres¬ 
sions du covaria 11 1 0, 

y u«(/,/r; »</.«•; i>j) 

= •"? “'»(/, a-; «,y>O'); 
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done, achevant de raisonner absolument comme nous Favons fait 
pour les formes cubiques, on obliendra les equations separees 

—; n o(f, g\ *',/) = ~ *„(/i g\ hj), 

= g\ ij ), 

desquelles il resulte que II ( , et II, sonl divisibles par/V*; <|> 0 et 
par g v . Ainsi nous avons ce theoreme : 

Tout covariant de la forme biquadratique / est une fofiction* 
rationne/le et entiere de /*, g, A et des deux invariants /, j\ le 
covariant A pouvant etre regarde comme entrant settlement 
au premier degre dans cette relation. 

Pour proceder mainlenanl ala division en ordres, il conviendra 
d’introduire, au lien de g el A, 6g et 6 A, qui ne contienclront 
aucun coefficient fractionnaire. La melhode que nous avons em- 
plojee pour les formes cubiques donnera alors trois divisions 
differentes de Fensemble des classes distinctes qui ont les memes 
invariants i et /. L’une sera directemenl deduite de la considera¬ 
tion des diviseurs communs aux coefficients des formes qui repre¬ 
sen Lent ces classes; les aulres seront respeclivement attachees a 
6 ^- et 6A. Mais, moins avances dans Fetude arithmetique des 
formes biquadratic] ues, nous ne pouvons encore, comme nous 
Favons annonce pour les formes cubiques, attribuer a aucune de 
ces divisions d’autres proprietes que celles-la memes qui leur 
servent de definition. Nous nous bornerons done a la recherche 
des relations qui existent entre les diviseurs des coefficients des 
formes /, 6g, 6 A, et les invariants i, /, recherche qui exige pins 
de developpement que dans la theorie des formes cubiques; car 
elle depend dela determination des divers invariants de 6 ^- et 6 A. 
Nous nous occuperons d’abord, a cet egard, de la forme g , mais 
en nous placant a un point de vue plus general, afin d’en tirer 
occasion de presenter quelques remarques sur un beau theoreme 
qu’a donne M. Hesse, et qu’on peut enoncer ainsi : 

Soit F une forme biquadratique composee lineairement 
en f et g, savoir ; 

F = if— ug, 
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t et a etant des constitutes; si l 7 on nomme G le covariant 
deduit de F, comme g de /, on aura 

G = u'ff—t'f, 


u f et t ! designant de nouvelles const.antes . 

Une nouvelle demonstration de ce theoreme resulte d’abord 
immedia tement de noire; proposition, que tons les covariants des 
formes biquadra tiques soul des fonclious entires de /, g, h . Ef- 
feetivemenl, la forme <1, qni, comme on le voit aisement, est un 
eo variant de J\ doit el re, comme eela se voit a priori, du qua- 
trie me degrd en x <*l Or les seals covariants du qua trie me 
degre qui puissenl resultin' dbme fonclion entiere de /, g , h 
son! des fonctions lineaires de / el g. G est done, comme la 
forme F ell e-mem e, ime expression de cette nature. Cela etant, on 
trouvera, comme il soil, t' el u' an mo yen de t et u. Nommons 
I, J el H les quantiles analogues a /, j et h pour la forme F. 
Kill re ees quantiles on aura la relation 

.{G*.- IGF* - JF*=:H*, 

que j’eerirai ainsi : 

(/I, <>, ~iF F)» = H*. 

Or, on recommit immedialement par l’ expression de H au 
, , . , ... dY dG dF dG ^ ,, o 

moyrn des denvees partielles 'gp que i on a 

u(')h. 

Nous pouvons done poser 

( 4 1 °.i * - "I b J )((1, ^ )** ^ 

lia = (/M'—a/'>*/**« (^ •-4, <>, — &-*> —jKfrf)** 


ot, on observanl que les equations 


<lorment 




- *'f 


f tr¬ 


ue* .h //-' F 


/ G - 4 ~ t ’ F 
tu 1 — lit' ? 


/j, o, l» J ) (G, t ) 3 

/ f . ,\/tG-ht'F mG + m'F \ 3 

- ut ')* (4, <>» - 3 ~./ ) 1 TdT^ui' ’ —■ w*' / 
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cette derniere relation peut elle-meme ev idem men l se ramener a la 
snivante : 

j ( tu — ut'){ 4 , o. — -3 1, — J)(G, F ) : * 


(3) 


I 


— i 4, o, — 3- i, - - j )(t G -h *'F, wG + u' F) :i , 


que nous allons Iraiter eomme identique par raj)porl a G el F. 

A cet efFet, je designe pour un instant par s>( t 7 u) la forme 
cubique 

(4, <>, —-K ™./KG «)*■ 

On trouvera, en egalant les coefficients de G 3 el G~F, ces deux 
equations : 

4 (tu !— ut ') = ce( G u), 


. do . do 

0=1 i + 


desquelles on tirera 




i do 
n du 5 


, _ I ^cp 

% ~~ 11>. dt ’ 


expressions bien simples, eomme on voil. 

Mais notre principal objet esl d’obtenir les invariants I cl J, 
qu’il nousfandra lout a l’heure employer dans le cas particulier 
ou F = 6 Soient, dans ce but, y el 4 les covariants quadra- 
tique (*) et cubique de o, savoir : 

X=S G‘’’ U/ ’9 *’)(*’ “)*■ 

/N 

+ = (“ 1 •’*' “ 3 v. + t 7 * ~ *'*) ('• 

on trouvera, en employant les valeurs oblenues pour t r et w', 


= 0 , 0 , 


car nous avons ete amenes a faire usage precedemment de la subsli- 


( 1 ) Ce covariant x est le covariaat designe par g dans le paragraphs III et 
la moitie de eelui ainsi designe dans le paragraphe IV. E. P. 
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tulion qui domic naissance aux covariants associes. L'equation (3) 
devienl ainsi, en remplaeanl tu '— ut' par icp, 


cp M. o, — -I, 


?’ °> —4 rh 75?^) (g- f ) ’, 


el Ton en tire 




3 =- TTi + = 0’ VS*■*' k ij ’ ('> U Y■ 


En particulier, si Foil suppose t= =o, w= -6, afin d’obtenir 
E = 6g’ j on irouvera 

J = :*£*, J = f 3 — 54/*. 

C’est la le resultat que nous voulions etablir pour arriver a 
caracleriser les nombres enlierij, diviseurs des coefficients de 6g-. 

Nous aliens maintenanl proceder a une recherche analogue 
relativement aux coefficients dc la forme 6h . Celte recherche tout 
d’abord senible plus difficile; car nous ne possedons aucune pro¬ 
position sur les invariants des formes du sixieme degre. Mais il 
se prdsenle ici le premier exemple d’un fait remarquable que 
nous verrons [>1 us lard se reproduire dans bien des circonstances. 
La forme h possede, en effel, cette singuliere propriete que tons 
ses invariants sont ou le discriminant, on les puissances du discri¬ 
minant de la forme biquadratique proposee f. Void, je crois, la 
maniere la plus facile de le demontrer. Imaginons que, par une 
substitution S, au determinant an, on fasse evanouir dans f 
les coefficients de x*y el de sorte que Ja iransformee obtenue 
soil 

F = (A,o, C, o, A'pX,Yp. 

Cette substitution, elfectuee dans A, donnera precis enient pour 
transformde la forme H qu’on deduiralt de F, par la meme ioi 
epic A de f. Or on Irouve ainsi 

H = [o, £A(AA'- 9 C*), o, o, o, - jA'(AA'- 9 C*),o](X ? Y)«. 

Cela posd un invariant quelconque de A, lonction homog&ne 
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de /?, cp /*, ,s\ /*', cf , //, ne changera pas de valeur en substituant 
a ces coefficients ceux de la transform^ H. Mais, par la, cet 
invariant devient une fonction homogene des deux seules quan- 
tites 

A( AA' — 9 G 2 ) et A'( AA' — 9 C 2 ), 

et meme une fonction qui ne doit pas changer par rapport a la 
substitution 

X = KX', Y = I', 

en designant par K une constante quelconque ; il ne peut done 
etre que proportion net a une puissance du produit 

AA'fAA' —9C*)*. 


Or ce produit s’exprime aisement en i et j ; car, F ^Lant une trans- 
formee dey*par une substitution an determinant 1 , on a 

4 = AA'^-SC 2 , j = G( A A' — C 2 ), 

et, par suite, le discriminant A a pour valeur 


A = *3 — 27/ = AA'( AA' — <)C 2 ) 2 ; 

d’ou resulte ce que nous avons annonce. 

Ceci etabli, on sait par un theoreme de M. Cajdey que l’ex- 
pression 

pp — &qq' h~ i ; > rr r — 1 os* 

est un invariant de la forme 

(p, q, r, s, r\ 

de sorte qu’on doit avoir, en designant par a une quantite 
numdrique, 

pp' — bqq' -+- r3rr'— ios 2 = pA. 


Or, en supposant 6 = 0 , b 1 — o, on trouve de suite que u doit 
etre nous avons done pour la forme 6 /i un invariant du second 
degre par rapport a ses coefficients, et dont la valeur est 6 A. Ce 
dernier r^sultat et les expressions prec^demment obtenues pour 
les invariants de 6g donnent les consequences suivantes : 

Designant par p., v les divisears des coejficients des 
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formas f f> <>//, 


ou 


cs| 

un di \ iseur du 

Tin variant 

A 3 

id. 

/> 

P* 

id. 

:u\ 

I * 3 

id. 

H / 2 

V 2 

id. 

6 A 


(>( / 3 ■ - 7 , 7 / 2 ). 


3 9 5 


A res relations it fa at aussi joindre celles-ci, q u’il nous suf- 
/i/ a d } indiquer : 

X- un diviseur d<»s coefficients de 6 #. 

A 3 id. ()//, 

a id. 8 /?. 


Comn/e pour 
I’ equation 


les formes vubiques, la. derniere resulte de 

hi — df ( lf. a. 

1 dr dy dy dx 


Jc terminerai par une mnarquc cpii nr sera pas peut-etre sans 
importance ;tu point de vuc* arilhmdlique, el. qui se tire des for- 
snulrs quc j'ai donnas pour le theoreme de M. Hesse. Elle con- 
siste en ee quo le discriminant A esl en faeteur dans' le cova- 
rianl < i, e\ los deux invariants 1 el J de la iorme 


K = /*/ 18 J#- 


VI. 

Sur les covariants des formes du cinqnieme degre. 

II a <•!/• pri-cedeimnenl i-tahli que tons les covarianls des formes 
cuhiqucs el liiquadratiques s’expriment en function ralionnelle et 
<‘nli«'T(t de deux d'enlre eux, et de la forme propose. Ces deux 
covarianls fondamenlaux onl, conune nous l’avons vu, une ongme 
commune, el so Irmivcnl dans le groupe des covarianls associes 
: I.. ; v <> Or celle nropri^le fondamentale n existe 
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3g6 

plus pour les formes du cinquietne degre, el il devient alors 
impossible d’expriraer lous les covariants en fonction enti&re de 
ceux que nous avons definis comme associes a la proposee. Effec- 
tivemenl, les fornndes generales donnees a la fin du § 111 mettent 
en evidence ces qualre covariants associes, g 7 g' , h 7 h' 7 dont voici 
les premiers tenues : 

g — ( b- — ac)x 6 H-.. 

g'= (ae — 4 bd + 3 c 2 ) .r 2 h~ .. ., 

h = ( 2 b 3 — 3 abc H - a*d) or* h- . .., 

ti = \gb{ae — 4 bd - 4 - 3 c 2 ) — a( af — 3 be -+- ‘icd )] x 5 -+- ... , 

la forme primitive etanl supposee 

/=(«, b, c, d, e,f)(x,y)K 

Or il exisle au moins un covariant cubique qu’on pourra, par 
exemple, definir comme l’invariant / de la forme biquadratique 
suivante : 

W J\L d ±fOx vY 

\ dx k 5 dx 3 dy ’ dr 2 djr 2 ’ dx dy 3 ’ tjy* 4 / \ ’ / 

et qui ne pourra jamais s’exprimer par une fonction entiere de f 7 
g 7 g’ 7 h , h! , qni sont respeclivement des degres 5 , 6, 2, 9 et 5 . 

Il existe done bien, au point de vue algebrique, un caractere 
important qui appartient exclusivement aux formes de degres 
moindres que cinq; mais il y a, meme pour ces formes, des pro¬ 
priety qu’on doit regarder comme exceptionnelles, et qui peu- 
vent veritablemeut les faire consid^rer comme des cas singu¬ 
lars dans les theories generales. Ainsi, les formes cubiques ne 
possedent point de covariants lineaires, qui se presented pour 
toutes les autres formes de degres impairs. Les formes biquadra- 
tiques n’ont pas non plus de covariants quadratiques qui se pre¬ 
sented, au contraire, pour toutes les autres formes de degres 
pairs. Or, de la d^coulent, dans la nature de ces formes, de pro- 
forides differences, que nous nous attacherons a apprecier et a 
faire ressortir dans la suite de nos recherch.es. 

Paris, juillet 1 854- 
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I Ai NOMBKK DES RACINES D’UNE EQUATION ALGEBRIQUE 

(IOMPKISKS KNTIUi DlfiS U MITES DONNEES. 


( K\trail d'mu* hettre a M. Boivhanh, Journal de Crelle , t. 52 ). 


.En poursuivtml mes rceherclies surle theoremedeM. Sturm 

j'ai rcussi a lrail(*r par les mdmes prineipes les equations a coeffi¬ 
cients imaginaircs, cc <jui m’a conduit au theoreme de M. Cauchy 
pour le casdu rectangle, du eercle (it (I’une infinite d’aulres courbes 
<pii sont mcme a branches infinies, coniine l’hyperbole. La theorie 
des formes quadra tiques vient. ainsi doimer pour ces theoremes des 
demonstrations indepcndantes (hi toule consideration de continuite, 
commc eelle que vous avez deja [>u couclurc vous-meme de ce que 
jVt (lit an sujel du theoreme de M. Sturm dans les Comples ren - 
dusde. !' Aeadvmie ( 1 MiKml, i 4 * r sem., p. :>,})/(). La reduction d’une 
forme quadratique a uuo somme de carres, ([ui a ete le sujet de 
votre Me mo ire sur lequation dont dependent les inegalites secu- 
laires, jom* le principal role dans mes reclierches. Seulement, au 
li(iu des substitutions on la somme des carres des variables qu’on 
inlroduit est eg ale a la somme des carres des variables primitives, 
je consul ere des substitutions recites (pielconques. On a alors cette 
proposition dont je donuerai line demonstration tres facile, dans 
la suite des Memo ires sur les formes quadratiques que je destine 
an Journal dr Crelle : Do quelque manure que Ton fasse eva- 
nouir h*s rectangles dune forme quadratique par une substitution 
rcelle, Ic nombi*(‘ des carres qui se presenteront allectes de coef- 
licients de monies signes, sera constant. Ce nombre est ainsi un 
veritable invariant pour rensemble des formes ^quivalentes par 


( 1 ) Voyez pa so ^sH/j de ce volume. 


E. P. 




i lf.1 \ II )■* H 1 > I 


II V H 1 1," II f\ R H I I I* 



dos .substitutions fooilos, Mamloiwul smvi pr* 
<]i,'il taut (Miililir, pour traitor l.«* .'ijt».»ti«.io .< <<,« 


nairos. 


Soft'/if 

X r » t.r . V \ ait, . .» ! 

n i'ttritfhli's i nut ^ unit rt *\. * dt 'it xtnttti \ n ri 
\ n r r>\ C* > *y * 1,1 

Iran* rnnjug //re.* rrsprvUyrs; Ut furfur tti 

<p \ u t r/|,| \ * ^ » « . - ♦ t * 

> \ „ I OfJ \ I 3 ^ « * * ’ ' **%.« ^ * 

I , ,.. ..> . « « • 

t t „l ft? t J \ J *t t) j \ . 5 *fn,u t * 

srrtt vs'ifivninu'Hl rfeitr rn mrlhtnf m wttlrnrr » 
ph .. ,, //, si frs i'nnsfiUtfr\ tt^ if W te Vi!i \**ui tits > 
gin turrs ronjujguffs, rr t/tti sttppusr trrifn u % % 

Smis rotto condition noiiutnms A, ♦ A*, , 

mints qui suivont : 





4 i '**,! 

** t,i 




Al 

At 

1 "u 

«# f , 

1 



nj..i 


; o i. t 

"1 

U|.| 



i *h i 

t *1 


«*. i 

t* %*% 

f H t n * 

, X, 

] 


fh,l 

U.i.t 



1 **n » 

fl n 


Tons cos doionninants sunt rooK, rar ils %t* ropro 
taut I os onlonuos horitfonlalos h hi piano dt*s rolt 
on <7 V ^ ait lion (l<* r/^ sV : oo <jtii rn\ iont a olum^or J 
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et le nombre des carres multiplies pardes coefficients negatifs sera 
le double du nombre des tenues negatifs de la meme suite On voit 
par ce tlieoreme que Les formes telles que ? se component comme 
des formes a uu nombre d’indeterminees moiti^ moindre, ce qui 
est surtout important pour rArithmetique, comme jel’ai dmnontre 
dans La ihcorie nouvelle dont j’ai fait dependre La decomposition 
des nombres en quatre carres. Mais la consideration de ce genre 
de formes me semble egalement indispensable pour arriver au 
tlieoreme suivant, qui est un tlieoreme fondamental. 


LI. 


Soil. 


F(z) = kz' 1 4- 


K. z -f~ L = o 


une equation dont les- coefficients sont des quantiles iniagi- 
naires quelconque.s, et a, b,c, ..., k ses racines; nommons A 0 , 
B 0 , ••Jv„, L„ les quantites conjuguees de A, B, K., L, et 
posons 

Ko(5)=A 0 3« + B 0 2«-i + ...+ K 0 ^ + L 0 . 

La forme quadralique suivanle : 


¥ = 


(a . + ay +...+ «»-i «). 

F n (b)?'(b) {X * a -‘«)- 


+ (* + k r +• • • - *' l ~’ *>*. 

foaotion sjmelriqne des racines a , b , A*, sera toujours reelle, 

el jouira de cetle propriete que, si Ton fait evanouir les rectangles, 
le nombre des carres adeems de coefficients posit ifs sera egal au 
nombre des racines a, 6, ..A*, dans lesquelles le coefficient de i 
sera posit if) el le nombre des carres affectes de coefficients nega¬ 
tifs egal au nombre des racines dans lesquelles le coefficient de i 
est negatif. 

Pour le d^montrer, je vais inlroduire, comme plus haut, les in- 
d(Herminc£es imaginaires conjuguees 

X = x -h ix', X 0 = x — ix\ Y = y -+- iy, Y 0 = y — iy\ 

U = u 4- iuJ } CJ 0 = u — iu r , 


* • i 
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Dsant. pour abregcr, 


■ X~t~ a Y a ,l ~ l U. 6 0 (a) = X 0 -+- a Y 0 -i-.. . a '*- 1 U 0 , 


idererai la nouvelle forme 


F ^aJ T'T a ) »<«)»*(«>+ ^7F ( f) e(6)e,(6)+. .. 

" t_ f 7 T^Tr\T] e(/ ' ,W(l(A ' j== 2 l Fo(a 7 F'(a) *H«) 0 o(a). 


gnant par cp' ce que devient cp, lorsqu’on mel y f , . .a / 
de on aura evidemment 

<f> = cp H— cp' ; 

sera beaucoup plus facile de raisonner sur cetle forme <I> 
r cp, qui eonlient un nombre d indeterminees deux fois 
e. Pour demontrer en premier lieu la reality des coeffi- 
je remarquerai que les racines de l’equation 

F 0 (-s) = o 

es conjuguees a 0 , /r 0 des racines de la proposee; 

i qu’on aura, par la decomposition en fractions simples, 

_ ) _ __ _ *»(6 0 ) __ ®U~o) . 

(a — a„) F r 0 (a 0 ) {a — b 0 ) F' 0 ( 6 0 ) " ’ (a — k n ) F' 0 (k 0 ) J 

Ite expression de <F, savoir : 

(ci) T O(«o )_ i _ tt(6p) 6(/r 0 ) I 

F'(tt) l{a— a 0 ) F' 0 (a {) ) (a - b 0 ) F 0 (6 0 ) ~ K ’ {a— *<,) F' 0 (A 0 )J 
‘e 0 (6;r O(a 0 ) k>(6 0 ) 6(Xr 0 ) "] 

F'(6) L(*-«o) F 0 (<%o) (6-0 o ) F'o(^o) H "‘ • ^6-ito) F;~(/c 0 )J 


ftp (&) r B(a 0 ) __ B(6 0 ) _e(/r 0 )_“1 

F (^) L(* a o) f 0 ( fl o) — ^0) Fy (60) (A: — ky) Fq (yco)J 


:n reunissant les termes contenus dans une me me colonne 
e, on trouvera de suite 


<F 



— ie 0 (a Q ) 6 (a 0 ) 
F () F 0 (a 0 ) 
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ce qui est bien l’expression primitive, dans iaquelie on a change 
-j- i en — i . 

Ce premier point etabli, je fais la substitution suivante : 


&(«») 

= S, 

0(*o) 

e(/r 0 ) 

Fo(«o) 





Bo ( b) 

Bo ( k ) 

F'(«) 

= 

F'( b) ~ 71t ” 

F'(A-) ~ J ° 


1 ; et £o, t, et 7] 0 , u et o 0 etant des variables imaginaires conju¬ 
gates. De la resultera evidemment une substitution toute reelle, 
entre les elements reels des indeterminees X, Y, U et r n o, 
puisque le systeme des equations posees ne change pas en mettant 
— i au lieu de -+- i. Ainsi, lorsqu’on fait evanouir les rectangles, 
le nombre des coefficients des carres qni ont un signe donne sera 
le merae pour la forme <I> et la transformee en r 4 , ..u, savoir : 



Or il est facile d’appliquer a cette transformee le theoreme I, et 
d’obtenir le terme general de la suite 



Je considere pour cela le determinant relatif aux m premieres 
variables et aux racines a, 6, /, g; le rapport de determi¬ 

nants Aul. sera la valeur de — qu’on tirera des equations lineaires 
A/n-l P 


^ ir \ 

a — a o a — b 0 

_ h ly \ 

b — a 0 b — b 0 


i\ i w. 

-- _j_ -!- 

ct> —/o ^ g o 

b— fo b — g o 



ii\ 

g — bo 


i\ i p- t 

7 = 7 ** *-g*~*' 
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la forme quadratique ®. Mais ce n’est la quW difficult*; appa- 
rente, comme vous allez voir. Reprenons 1 ’expression 

? = 2 FVafF'(a) ( * + ^ “"- 1 «) 2 . 

et faisons la substitution, suivante, que m’a suggeree la notion des 
formes adjoinles, telle que je Fai indiquee dans une de mes Lettres 
a M. Jacobi (*) (Journal de C re lie, t. 40 , p. 263 et suiv.) sur la 
theorie des nombres. 

Posons 

1 _ 1 dcp _ T do 

2 dx ~ Z °' 2 ~dy ~ Zil * ’ ’’ 2 ~du Zn ~ u 

Un calcul extremement simple montre que, sil’on designe par 

*(*), *(*), £{k) 

ce que deviennent les quotients 

F(*> F(*) F(-s) 


quand on y remplace zV- par z^ on obtiendra la transformee 




— iF 0 ( a) 
F'(a) 


[*(«)]*• 


Or celte transformee, qu’on peut substituer pour notre objet a 
la forme cp, s’evalue immediatement et sous forme explicitement 
r^elle, an moyen des coefficients de Fequation proposee 

F (z) = o. 


Consid^rez pour cela Fexpression 

V F °( a ) F (^) F (^ f ) 

JmA F'(a) z — a z' — a 9 


ou s et z f sont deux variables distinctes; elle se transforme succes- 
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sivement de la maniere qu’expriment ces relations, savoir : 


V F o(«) 
Zi F'{a) 


F(g) FQ') 
z — a z '— a 


F(*)F(V)2 


F»(a) _ l 

F'(< 3 ) (“— a ) ( 


a) 


F(*)F(5') V F.(a) 
z' — z jUF'(a) 


I 

z — a 


• a! 


_ F(z)F{s') [Fo(£) _ F 0 (^) 1 
z'—z l_F(>) F(V)J 
__ F(s')F 0 (z) — F(z)F (] (z') 


Ainsi la transformee £ sera ce que deviendra 1 ’expression evi- 
demment rdelle 

. F(y)F 0 (^) — F(z)Fo(z') 

- I - - --- y 


quand, apres avoir effectue la division, on remplace successivemenl 

-S°, x? 1 , -Z 2 , Z"~ l . 

puis 

~'o z'l -r'2 jz'n—l 

3 1 ^ • * * * 3 5 

par 

Zq, Zy , -So, • • • , % n — 1* 

Soit, par exemple, 

F(.s) — &z~ — f- bz -I— c —I— i ( ct z^ -f - b z -4— c ') j 

on trouvera 

i F(V)Fo('.s) — F(-s)Fo(V) , , , N/ . , ,, 

- ----= (a&— £>a) zz~h (ac — ca ) (z -h z) •+■ be — cb 


el, par suite, cette expression de i : 


Y £ = ( ab '— ba')z\ -+- i i(ac r — ca r ) ZqZ^ h- ( bc r — cb r ) z \. 

Cette m^thode pour obtenir la forme £ et les rapports de cette 
forme avec les racines de [’equation F(s) = o dtant bien etablis, 
voici les premieres consequences a en tirer. 


IV. 

Soit $ le coefficient de i dans l’expression ®{x iy), oti cp est 
une fonction rationnelle a coefficients reels ou imaginaires. Si I’on 
considere x et y comme deux coordonn^es rectangulaires dans un 
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plan, Fequation ( I> = o represented une courbe, relativement a 
laquelle nous distinguerons dans ce plan deux regions differentes. 
Je dirai que les points dont ces coordonnees substitutes dans la fonc- 
tion <I> la rendent positive occupent la region positive, et que ceux 
qui la rendent negative occupent la region negative. Cela pose, 
reprtsentons geomttriquement chacune des racines imaginaires 
a, 6, ..., k par un point dont Fabscisse £t l’ordonnee seraient la 
partie reelle et le coefficient de i de cette racine, on pourra deter¬ 
miner combien de points ainsi obtenus se trouvent dans Tune ou 
l’autre des regions que nous avons definies. En efiet, si Ton tli- 
mine z entre les equations 

F(s) = o, u = q ( z ) 7 
l’tquation en a aura pour racines 

cp(«), <p(6), tp(&); 

ainsi la forme quadratique, deduite de cette equation, conduira a 
determiner le nombre de ces racines, dans lesquelles le coefficient 
de i a un signe donnt, et par consequent le nombre des racines 
a, b, ../r, de Fequation proposee qui occupent la region positive 
ou negative, relativement a la courbe = o. 

Soit, pour premier exemple, 

?(* s ) = 

les coefficients de i, dans les racines de Fequation en u, nous con- 
duisent alors au nombre des racines de 1’Equation proposee 

F(^) = o, 

qui sont renferm^es dans l’intdrieur d’un rectangle, ayantses cotes 
paralleles aux axes coordonnds. Designons par 7r(^, yj) le nombre 
des termes positifs contenus dans les coefficients des carrds apr&s 
lMvanouissement des rectangles, lorsqu’on op£re sur la forme qua¬ 
dratique relative a liquation en u; Fexpression 

iO(£, *.) — TC (£o, "H) — *(£, TQo) H- 7c(g 0 , *iri 0 > J 

representera pr^cis^ment le nombre de ces racines qui sont con- 
tenues dans le rectangle, ayant pour coordonnees de ses sommets 
les points 

= S» r= r o ® = ?o» 7 = = *»lo, a? = 5or 7 = Y lo. 
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En effet, si* Ton represente l’une quelconcjue des quantites a, 
A* par x 4- zj, le coefficient de* i dans les racines de u sera 
[x— £)(/)'--?)), done 7 i(ij, -t\) sera le nombre des quantites x, y 7 
contemies dans les deux angles opposes par le sommet, ayant les 
cdtes paralleles aux axes coordonnes, et pour Porigine le point 
x = £, y = v], Fun de ces angles ayant ses cotes paralleles aux di¬ 
rections positives des axes. La dillerence 

Tr(^, Y]) — TC(^, 7]) 

represented, dans Pinterieur des deux paralleles, 

x = £, x — jj 0 , 

Fexces clu nombre des racines, dans lesquelles y est >> tj, sur le 
nombre des racines dans lesquelles y est si Pon a toutefois 

£o<C £? et l’on en conclut de suite la formule ci-dessus, en consi- 
derant une nouvelle ordonnee 7) 0 < 7), et retranchant les deux dif¬ 
ferences 

7]) — 71 (£ 0 , 7]), TC(5, 7] 0 ) — TC( *]o). 

Si nous prenons, en second lieu, 

cp(s) = Ps 2 H- ()z -1- R, 

la forme qaadralique relative a Fequation en a donnera le nombre 
des racines qui sont dans Fintdrieur, et le nombre des racines qui 
sont a l’exterieur d’une hyperbole equiiatcre, placee dans le plan 
d’une maniere cjuelconque. Enfin, nous remarquerons les propo¬ 
sitions suivantes : 

i° Soit ti(^) le nombre des termes positifs contenus dans les 
coefficients des carves, pour la forme quadratique relative a 
l 3 equation 

F(-s h- it) = o, 

la differenceiz(f) —7t(C 0 ) sera le nombre des racines a, 6, 
dans lesquelles le coefficient de i est entre les limites £ 0 . 

2 0 L 3 expression semblable u(^) — 7c(iJ 0 ), relativement a I’e- 
q nation 


F(£ — iz) = o, 
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clonnera le nombre des ratines dont Les parties reelles sont 
entre les limites £ () . 

3 ° Relative me tit d V equation 


F 



= 0, 


sera le nombre des ratines dont le module est moindre 

que 

En general, on trouvera le nombre des l'acines contenues dans 
1’inlerieur de courbes fermees, si la fonction ® est le quotient de 
deux polynomes du meme degrd. 


V. 

La forme quadratique 

iO s (a) 

2d F 0 1“) F"(a)’ 


composoe avec les racines a , b , ..k de liquation 


oil 


F(-s) = o, 

0(a) =1 + ay -t-...-H a' 1 -' u, 


et qui in’a conduit sans aucune consideration de continuity aux 
cas precedents du theorcme de M. Cauchy, est susceptible d’une 
transformation reinarquable, par laquelle nous allons retrouver 
les (‘nonces memes de I’illustre geometre. Soit 

F( s ) = 1 >/(Z ) -+• Fq(-2) = qf( 3 ) ■+■ ‘7i/i( 3 )> 


/>, f> t , q , < 7 , ctanl des constantesquelconqueS, telles cependant que 
les degres de F et/soient egaux. 

Nommons a, {3, ..x les racines de l’equation f(s) = o, et re- 

: je dis qu’on aura cette 

0 5 (/c) _ 

*) 


presentons par to le determinant 
equation 

02(a) . 0 t(b) 


Pi P 


F„(a)F'(a) 


F„( 6 )F' ( 6 ) 

_ 1 r 0 *(°O 

“ «oL/i(«)/' 


F 0 (A) F’(k) 
6*1?) 


W) '.(P)Z'(P) 



Designons respectivement par o etc/ les deux formes 

2 0 2 (<z) ^ 0 2 (a) 

F 0 (a) F '(a)’ 2j /i(oc)/'(a)’ 

par A et A' leurs invariants, par X et l eurs formes adjointes. 

Comme je l’ai remarque daus une de mes Lettres a M. Jacobi, 
sur la theorie des nombres, les invariants de x et x ; seront A 72-1 , 
A' 72 "*, et leurs formes adjointes : A /2 "" 2 o et A'' 2 ” 2 ^'. Cela pose, et 
d’apres la definition meme que j’ai donnee des formes adjointes, 
les formes ^7 sont representees, en vertu du theoreme IV, par 
les expressions symboliques 

F(z>)F 0 (z)-F(z)F 0 (z') ^ 

73^- et -7=1- 

Or les relations 

F (*) =pf( z )-+P\M z ), F oO) = qf(*) -+- 

font voir que la premiere est le produil de la seconde multiplide 
par le determinant to. Ainsi, nous avons deja 


X = 

A 


O) 


X 

A' 


De cette Equation identique on conclut d’abord, en egalant les 

invariants des deux formes ? et to ^ 

A A 

A' 1-1 A' n “ l 

—:— = to' 1 —— ou A' = to" A. 

A" A " 


En egalant ensuite les formes adjointes, il vient 


A"—* 0 
A ' 1 - 1 


== (!)«■ —1 


AOi-2 Y 


ou 


et, par suite, 


<p = _ 9 ' (1) . 


? = w»-l 
A A 


( l ) Remarquez que b = A.«F 0 (a) F 0 (A) .. .'F 0 ( k ); c’est done la fonction qui 
provient de 1’dlimination de z entre F(z) = o, F 0 (z) = 0 . On peut Fobtenir sous 
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Je vais faire usage de ce resultat, en supposanl 

- f et f K etant des fonctions reelles dont la premiere soit de degre n , 
condition qu’on peut toujours remplir en multipliant, si cela est 
necessaire, F par uue constanle imaginaire. Dans ce cas, Fidentite 

_ iQ' 2 (a) ( H)-(h) ifc(k) 

F,(a)F'(«) " l_ F«(6)F'(6) F„(/c) F'(/r) 

= i r o»(«> . . . e»(x ) 1 

•4/i (*)/'(«) /1 (P)/'f p ) /, (*)/ (x) J ’ 

ou a, p, . .x sont les racines de Fequation reelle j(z) = o, con¬ 
duit a ces th6orem.es ( i ) : 

« 

Nommons, pour abreger, tz et v les nombres de termes positifs 
et negatifs que presentent les coefficients des carr6s de la forme <y, 
apres P6vanouissement des rectangles. D’apres mon theoreme fon- 
damenlal, tc sera le nombre des racines de Vequation F(s) = o, 
dont le coefficient de i est positifs et v le nombre de ces racines 
dans /esc/uelies le coejficient de i est negatif. 

Or ces deux nombres vont recevoir une acceplion nouvelle. 

La variable z croissant de —oo d -b oo, ^ sera le nombre de 
fois oil le rapport j—Jj passe en s’ecanouissant du positif au 

negatif, plus le nombre des couples de racines imaginaires de 
Vequation f(z) = o, et v le nombre de fois ou le mime rapport 
passe en s’evanouissant du negatif au positif ‘ augmenie encore 
du nombre des couples de racines imaginaires de la me me 
equation . 

Supposons en premier lieu les racines a, p, x, toules reelles; 


forme de determinant, puisque est I’invariant de la forme representee symbo- 


liquement par 


F (z')F 0 (z)-F(z) F„(Q 


(M La fonction designee ici par <p difT&re par le facteur i de la fonction de¬ 
signee plus haut parla rapine lettre. E. P. 
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on pourra faire evanouir les rectangles de o par la substitution 


«(*) 


:X, 


/'(*) 

ce qui donnera la transformee 


Ml 

/'(P> 


Y, 


•Mix*. 

/i (*) 


/(P> v> 

7. (Pi 


9 (x) 

/'(*) 


/'(x) 

/i(x) 


= U, 


U>. 


Or, en s’evanouissant par exemple pour x? = a, le rapport —--^ry 
passera, pour des valeurs croissantes de la variable, du ndgatif it1Ll 


^ f '(*) 


/i(«) 


sera 


positif, ou du positif au negatif, suivant que la quantite 

positive ou negative; ainsi, dans ce cas, les nombres tc et v out 
bien la signification indiquee. 

En second lieu, supposons la presence des racines imaginairc-ss , 
et soient par exemple a et [3 deux racines conjuguees. Relative — 
ment a ces deux racines on fera 


0(a) 


ce qui donnera 

0 ^(a) 


- = X + iY, 


Q(j 3 ) 


[/i(P)/(P)F 


X — i Y, 


Q 2 ([ 3 ) 


M*)fw /i(P)y'(P) 


= 2X2 — *2 Y*. 


Ainsi, en general (toutes clioses egales d’ailleurs), deux racings 
imaginaires conj uguees donnent lieu a la difference de d<3 
carres, lorsqu’on fait evanouir les rectangles par une substi¬ 
tution reelle, ce c/ui donne bien la signification attribute cl it so 
nombres tc et v. 


On en conclut que la difference tc — v sera Vexces du no mi? 

de fois oil le rapport passe en s’evanouissant du posit ijf 

au negatif , sur le nombre de fois oil ce rapport passe en s’evcc— 
nouissant du negatif au positif . 

Ce sera done Tindice integral 

r-/(*) 

J — 
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qni represente par suite la difference entre le nombre des racines 
de Fequation F (x?) = o, dans lesquelles le coefficient de i est po- 
sitif, et le nombre de ces racines, pour lesquelles ce coefficient est 
negatif. Cette remarque, laite deja par M. Sturm dans son Me- 
moire sur le theoreme de M. Cauchy, a les consequences que nous 
aliens indicjuer. 


YI. 


Gonsid^rons une courbe fermee C, rapporlee a des axes rectan- 
gulaires, et dont les coordonnees s’expriment par les formules 


, ?(*) 
X(0 J 




?»(*) 

iM) J 


les foncdons y, <2, cp, etant entieres. Je supposerai qu’en faisant 
croitre t depuis —oo jusqu’a -poo, on obtienne, en revenant au 
point de depart, tous les points de cette courbe. Cela <§tant, j’ob- 
serve que le theoreme de M. Cauchy, pour un contour quelconque, 
est evident lorsqu’on Fappliquc a Fequation z = o. 

II suffit, en elfet, (Fun peu d’attention pour reconnaitre qu’en 
suivant la courbe C, Lou jours dans le ineme sens, jusqu’a ce qu’on 
revienne au point de depart, le rapport ~ passera, en s’evanouis- 
sant, autant de fois du |)ositif au negalif quo du negatif au posilif, 
si Forigine des coordonnees est en dehors de la courbe. A.u con- 
traire, si Forigine se trouve dans son interieur, ce rapport passera 
en s’evanouissant, deux fois de plus du posilif au negatif que du 
negatif au posilif. 

Cela pose, un simple changemenl (Forigine, en rapporlant la 
courbe a de nouveaux axes, passant par le [joint 


permettra (F^tendre le theoreme de M. Cauchy a Fequation 

z — a — t p = 0. 

De la r^sulte que nous pouvons imm^diatement determiner Fin- 
dice integral relalif a toutes les equations imaginaires de la forme 

?(*) ■+■ *?i(0 — («■+■ *P) lS l ) = °> 



412 


OEUVRES DE CHARLES HERMITE. 


et, par suite, l’exces du nombre de leurs racines dans lesquell es 
le coefficient de i est positif, sur le nombre de leurs racines dans 
lesquelles ce coefficient est negatif, cet exces £tani zero ou deux, 
suivant que le point x = a, y = [3 est exterieur ou interieur ala 
courbe C. 

Cela pose, faisons dans l’equation proposee 


F (z) — o, 


y(Q-+- t<p i(t) . 

yjt) 


en appliquant ce qui precede au r^sultat de cetle substitution dans 
chacun des facteurs simples z — a, z — 6, ..s - — A*, de F ( ^ ? 
on arrive a cette proposition : 

LJ exces du nombre des racines de Vequation 


f =o, 

L x(t) J 

dans lesquelles le coefficient de i est posilif, sur le nombre des 
racines dans lesquelles ce coefficient est negatif\ est eggctl 
a deux fois le nombre des racines a , 6, k de V equ&tto/* 
F (z) = o, qui sont renfermees dans Vinterieur de la courbe C- 
Ainsij en designant par p. ce nombre, et en nommartt P et 1 ST le 
nombre des termes positifs et negatifs qui se presentent dctns 
la forme quadratique relative & Vequation en t, lorsqu’ ort ct 
fait evanouir les rectangles, on aura la relation 

H- = i (P _N). 

Voila ou je me suis arrete dans l’etude de cette deco u vert e si 
belle et si grande de M. Cauchy. J’ai 6t£ amene a cette etud e en 
grande partie par des recherches sur des questions arithm^ticju es, 
qui, depuis l’annee 1847 , ont a PP e l^ m °n attention sur les form es 
quadratiques composees d’une sorame de carres de fonctions sem- 
blables des racines d’une me me equation. Aussi ai-je ^prouv6 une 
veritable satisfaction a rattacher a la consideration de ces formes 
ces magnifiques th£or&mes de M. Sturm et M. Cauchy, qui ouvrenl 
l’ere nouvelle de l’Algebre moderne. Sous ce nouveau point de vne, 
d’ailleurs, le fait de l’existence d’une infinite de syst&mes de fonc- 
tions jouissantdes m£mes propri^s pour la determination, des 
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nombres des racines reelles ou imaginaires, qui sont comprises 
entre des limites donnees, se presente des ies premiers pas et d’une 
maniere qui en fait mieux saisir ie caractere et l’importance. 

Parmi les formes variees dont le theoreme de M. Sturm est ainsi 
susceptible, la suivante me semble la plus simple : 

Soit Vequation proposee 

f{z) = o. 

Nommons la derivee de /, et designons, comme precedent - 
merit , par tc(£) le nombre des termes positifs de la forme qua- 
dratique qui a pour expression symbolique 

(* — S)/0')/iO) - (*' — 

--- , 

z — z 

lorsqu’ on a fait evanoitir les rectangles; le nombre des racines 
reelles comprises entre deux limites £ et £ 0 sera 

'TClO—•**(?<>)■ 

Une analyse particuliere m’a donne, pour la determination du 
nombre total des racines reelles et imaginaires, cet autre theoreme : 

Soit, sous forme homogene, 

u = /(#, y) 

le premier membre de Vequation proposee du degre n. Posons 

=/(^o» y o) 

et considerons l } expression 

i / du du 0 du du 0 \ 

xjo ~^o/\ dx dy Q dy dx 0 ) 

En remplagant, la division faite, 

• ••> ^oyiTS r ?” 2 

cdune part, et de Vautre 

a? 7 *- 2 , x tl ~ z y. xy ri ~ z , y w "~ 2 , • 


respectivement par X, T, ..V, on obtiendra une forme qua- 
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dratigue (u); et, relativement a cette forme, la quantile 
signee precedemment par it—v sera le nombre total des ractrb 
reelles de Vequation u= o, moins une unite. 

Soit u! ce qne devient u par la substitution 

a? = Xa?'-h fiy, y = \x' fx 0 y; 

les deux formes quadratiques (m) et («') seront equivalentes, et 
Ton nonnme X 7 , Y 7 , . . V f les indeterminees de ( ul ), la substiti 
tion pour passer de Y une a 1’autre s’obtiendra par l 5 identit6 su 
vante : 

(X, Y } .. ., V) (a?, = (X' } Y', .. V') (Xa? H- X 0 j, fxa? h- fxo.X ) n '" -2 

ou, d’apres l’excellente notation de M. Cayley, 

(X, Y, V)(x,y)“~*~ = Xa?"-*-|- ILZi Yx»r-*y-h... + Vyn-*. 

Hyeres, 28 janvier 1 854- 


SUR 


LE NOMBRE LIMITE DMRRATIONALITES 

AUXQUELLES SE RE DU I SENT LES RACINES DES EQUATIONS 
A COEFFICIENTS ENTIERS COMPLEXES INUN DEGRE 
ET D’UN DISCRIMINANT DONNES. 


(Extrait d’une Lettre a M Borchardt, Journal de Crelle, t. 53.) 


Permeltez-moi, en continuant en quelque sorte ce que je vous 
ai £crit au sujel de la determination des racines imaginaires des 
equations algebriques, de vous enlrelenir des questions arithme- 
tiques auxquelles je songeais, lorsque chemin faisant j’ai et 6 ainsi 
amen£ aux theoremes de M. Cauchy et de M. Sturm. Ces ques¬ 
tions arilhmeliques avaienl pour objet la theorie des nombres com¬ 
plexes, et en particulier 1’etude des formes ddcomposables en fac- 
teurs lindaires, lorsque les coefficients sont des entiers deFespece 
a + b\J — i. Pour le cas des entiers rdels, la reduction des formes 
quadraliqnes ddfinies avail ^td, comme vous savez, Finstrument 
analytique que j’avais surlout mis en oeuvre; mais, pour passer de 
la aux nombres complexes, il fallail a ma methode une modifica¬ 
tion que j’ai £te Lien longtemps a d^couvrir. C’est le basard en 
elFelqui mel’adonn^e, en traitant de la decomposition des nom¬ 
bres en quatre carres, sous le point de vue que j’aiindiqu^ dans le 
Tome 47 de ce Journal. Je vais essayer de vous en donner une 
idee precise en ddmontranl le thdor£me que j’ai eu d<$ja occasion 
d’dnoncer dans une note de mon travail sur la theorie de la trans¬ 
formation des fonclions abeliennes : 

Les racines de toutes les equations a coefficients entiers com¬ 
plexes, d’un degre dotine, et pour lesquelles le discriminant 
(determinant de Gauss ) a La meme valeur, ne representent qu } un 
nombre essentie/lement limite d’irrationalites distinctes ( 1 ). 


( 1 ) Comme le rappclle M. Hennitc, ce thdoreme a et6 enonc£ par lui pour la 
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J’aurai, pour cela, deux points principaux a etablir. Le premier 
consiste dans la theorie arithmetique de la reduction de ces formes 
quadratiques a indeterminees imaginaires conjuguees que j 5 ai fait 
servir a la demonstration du theoreme de M. Cauchy. En desi- 
gnantpar#, y, 5,..., c, n + 1 indeterminees imaginaires, etpar 
jKo? ^0? • •.? c 0 leurs conjuguees respectives, elles sont, comme vous 
savez, defmies de cette maniere : 

f= x Q ( ao,o & h- «o,i y ■+" #0,2 z H~ 

yo( a \^ x •+• a i,2 * -+- 


-+- a n, 1 JK *+* a n^ z -+-• • •-+* <%n,nV ) 

avec la condition que u^ jV et « v ,p. seront des quantites imaginaires 
conjuguees. En mettant en Evidence, tant dans les coefficients que 

dans les indeterminees, les parties r£elles et les coefficients de \J -1, 

la forme f sera si Ton veut un cas particulier des formes reelles 
a 2/1-j- 2 indeterminees, mais qu’on traite, grace au jeu des quan¬ 
tites imaginaires, par les procedes essentiellement propres aux 
formes a n +1 indeterminees seulement. Sans insister davanlage 
sur cette consideration que j‘ai developpee ailleurs dans le cas 
de 72 ” 1, j’enoncerai les propositions alg^briques suivantes qui, 
si simples qu’elles soient, doivent etre au moins indiquees pour ne 
rien ometlre dans l’enchainement des idees. 
i° En faisant, dans /, la substitution 



oc — ct ~yL —}— a Y —)—.. 

-b a (/i >V, 

\ 

r=px +•• 

-b V, 

1 

■»= -fX - 4 -y'Y 

-b f«>V, 

! 

P = A X —|- X' Y -+■ . • 

-b X^V; 

1 

&Q = OCq Xo —h OCq Y 0 . 



JKo = po X 0 -+- Po Y 0 .. 


S 0 t 

z o “ T0X0 -+- Yo Yq-+-. . 

+ YbV 0 , 

I 

p o — ^0 X 0 -+- XJ Y 0 h- ... 

H-X{">V 0 , 

premiere fois dans son M^moire sur la transformation des fonctions abeliermes 
(v°i r plus loin p. 477). Quant au theoreme analogue relatif aux nombres reels, 
M. Hermite l’avait demontre anterieurement (p. 225 de ce Volume). E. P_ 
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ou a et a 0 , [3 et [ 3 0 , etc. sont des quantites imaginaires conjuguees, 
on aura une transfonnee de menie nature: 

f = x 0 ( Aq i0 x + a m y a 0i 2 z -f-... Aq iW y ) 

"+■ Y 0 (Ai i0 X -h A J? i Y 4 - Ai ? 2 Z + ,.. -f- Ai 5 ,i V) 

H- \ 0 ( A ;2i o X -+- A Wj i Y A/i ? 2 Z -+-... -+- A/^/i Y), 

de sorte que A^v et A V)JX seront corame a UlV et « V){X des quantites 
conjuguees. 

2° Soient D* of, to, to 0 les determinants des syst&mes suivants : 


Ao,o 

A 0 , i 

• • • A 0iW , \ 

/ a 0j0 a 0| i 


Ai, 0 

A|,i 

• • * A 1,/j, f 

^1 «1,0 %,1 

ai,» 

A/*, o 

A«,i 

• • • -^72, tt ' 

^ ^71,1 

• • * ct n t « 

a 

a' 


a<' iJ \ 

f a ‘> a o • • • 

“o' 1 j 



P««) ( 

... P 

Wo = P; fi ;;; 

P'o" 1 (. 

... ’ 

X 

X' 


, / 

' x. v 0 ... 



on aura l’equalion 

D = duob) 0 , 

d’ou rdsulte quo d peut etrc regards comme l’invarianl de la 
forme /. 

En vue de la th^orie do la reduction, j’ajoutei'ai cette remarque 
qu’cn posant 

£• = «<> ^f—%. fa- = + + 

“+- ^o(^2,i y ■+■ b’i,n z b% )n v) 


■ ^(^,1/H” bn, 2 s + •••*+* b n ,nV) 


— #0,0^U.,V— a ^,0^0,Vj 


on obtient une forme aux ind 6 termini esy etyo, z ets 0 ? c et Co 
qui est un covariant de f, relativement a la substitution (S, S 0 ) 
quand on y suppose 

a=i, (3 = o, y = o, X = o. 


Et si l’on appelle D' l’invariant de g, on aura 

D'= a’S~ 0 l D. 


II. - I. 


a? 
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Cela pose, je vais etablir qu’etantdonnee une forme / definie, on 
peut trouver, pour les coefficients de la substitution S, des nom- 
bres entiers complexes, dont le determinant to soit un, el tels que 
dans la transformee F on ait 

n (n 4 - 1 ) 

(a) A- 0 , 0 -^ 1,1 • • • ^- 71 , 71 ^ ^ 2 B. 

Ce sera cette transformee que j’appellerai recluite. A cel elFel, je 
considere F ensemble des formes deduites de /, par toutes les sub¬ 
stitutions (S, S 0 ) a coefficients entiers complexes et au determi¬ 
nant i. Je distingue ensuite, dans ces transform^, celles ou le 
coefficient de XX 0 est le plus petit possible. Parmi ces dernieres, 
je dis qu’il en existe une que je represented ainsi : 

F = X 0 (A 0 ,oX -+• Aq.i’Y 4-.. .4- A 0 ,»V) 

-4- Y 0 (Ai i0 X -4- Y -4- Ai )?? V) 

-r~ Vo (A Wi0 X -4- A Wl i Y + A W)/ i V) 

etremplissant ces deux conditions : premiereinenl, que la forme 

G = A M F-g ~ = Yo(B ltl Y + B i ,,ZH-...-i-B 1 , n V) 

i Z 0 (B 2 ,l Y H- Bo ,2 z H- . . .-h- B 2 ,7/ V) 


-4- Vo (B, m Y -h B n , 2 Z +. ... h- B„,» V) 

soit reduite dans le sens propre aux formes a n paires d’indetei'- 
minees; secondemenl, que les parties reelles et les coefficients 
de — i dans les diverses quantiles A 0j ji soient moindres en 
valeur absolue que la moitid du coefficient minimum A 0?() . En 
eflet, en faisant dans F la substitution 


x-= 

t* + mi) 

-4-113 

-4-. 

.4~n>, 

Y = 

m't) 

-Ml r 3 


. 4~ r'u, 

Z = 

m"t) 

-h vFy 

H— • 

.4- r"», 

v = 


-K 

.4- da, 

X 0 = 

*o •+■ WoPo 

4“ ^o3o 

-4-. 

. -4- r 0 u 0 , 

Y« = 

.n»o9o 


4-. 

• +4»o, 

Z 0 = 


4- < 3o 

-4". 

•4~ r'J » 0 , 

v,= 


-K. 

■+■ r o" ) n 0 










NOMBRE LIMITE D’iRRATIONALITES . 


4*9 

on trouvera une lransformee £, dans laquelle lc coefficient dc xx 0 
sera encore A 0 ,o et oil la forme (6 analogue a G, savoir 


© = A 0l0 f— 


( 11 l Jl 

cl t* clx {) 


sei'a (d’apres ce qui a etc dit tout al’licure) la lransformee de G 
par la substitution : 

Y = m'i) -4-n '3 +. •.+ r , u. 

Z = in" 1; -+-11" 3 -4-... -4- r"», 

.5 

V = i) -4- n fw >3 -1-... H- n 0 ; 

Yo = m o Vo ■+* n o3o -+- • • • - +" r o No? 

Z 0 = in") Po - 4 - it", 3o -4-...-4- x' {) xi0, 


Vo = rxl o* 

Mais cette substitution est la plus generale cntre les n paires d ? in- 
detcrminees conjuguees, cl pent etre employee a reduire la 
forme 6 ; on volt done bien qu’on pent admeltre, dans F ensemble 
des formes donl j’ai parle, F existence d’une lransformee rein pi is- 
sant la premiere des conditions enoneecs. Quant a Ja scconde, on 
y satislait a Faide des cn.tiers complexes m, it, .. ., r, qui restent 
jusqu’ici arbitrages; en designanl, en diet, pour 1111 instant, 
par a 0 ,;x les coefficients de £ qui correspondent a A 0 jl x, on a les 
relations 

a 0)1 = mA 0 ,(>-!“ ni'A(viH- A 0 ,2-I - • • -~ 1 ~ A 0 , ?i , 

1X0,2= it A 0 , () -4- it'A 0 ,i h- tF Ao,a ■+* • • *- 1 “ id /2, A. 0lW> 


rto,»= l ‘A),o ■+“ r, A 0 ,i -4-i‘"A 0 ,2 rO^A 0 ,7i, 

ct Ton voit qu’on peut determiner les entiers complexes m, 
it, ..v, de maniere que la partie reelle et le coefficient dc \/— 1 
dans a 0 j i, tt 0 } 2, •••, a 0j w soient au-dessous de ~A 0j0 . Admetlant 
done 1 ’existence de la forme F, remplissant les deux conditions 
precedents, nous allons supposer que la relation (a) soit vraie a 
Fegard des formes r^duites contenant n paires d’indeterminees et 
nous en conclurons qu’elle a lieu neeessairement dans les formes 
qui en renferment n + i. Elle se trouvera airisi dablie dans toute 
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sa generalise puisqu’elle a lieu comme je l’ai fait voir ailleurs 
[Journal cle Crelle } t. 47 ) pour n = i. A cet effet, j’observe que 7 
les coefficients de la forme G ayant pour expression generate 

B(j,,v = -A^ i0 Ao,Vi 

on trouvera, lorsque les deux indices sonl egaux, 

B*^,tj, = A 0j0 A^—Ap- j( ) A 0 ,pr. 

de sorte que ces quantises peuvent alors £lre regardees comme les 
invariants de formes quadratiques a deux paires d’indeterminees 


( ^ 0 , 0 j 


Am,o^ A, 


^ 0 ,^: 


A|jL,pt)> 


formes qui seront deiinies et reduites : definies, car nous avons sup¬ 
pose f et, par suite, F elle-meme definie, et reduites, parce que 
le coefficient minimum A 0 , 0 sera an plus egal a A^, et que la 
partie reelle comme le coefficient de \/—i dans A^o sont, en valeur 
absolue, au-dessous de la limite lA 0 ,o- Done, d’apres ce que j’ai 
etabli dans le Memoire precite, on aura 


et, par suite, 

A - 0 A^i A ; 


A0,0 u, <C 2 

8-..A Wj/1 <a«B ltl B : 


• B n n . 


Mais, en admettantla relation (a) pour les formes reduites G, cjui 
contiennent n paires d’indeterminees et dont Finvariant est AJ ” 1 13 
on aura 


n (n — \> 

B iil B> i 2 ...B rhn < 2 ~*~ Ag^D; 


or on en conclut, apres avoir multiplie menibre a membre par 
Finegalite precedente et supprim^ le facteur A"" 1 , 

n {n-4 -1) 

Am Ai,i A 2 ,2 • • • 2 2 . D. 

C’est ce resultat qui tout a Fheure me servira de base pour la 
theorie de la reduction des formes decomposables en facteurs li- 
neaires, etqui sont a coefficients et indetermindes complexes. Mais 
jhndiquerai d’abord la consequence suivante qui s 7 en tire imme- 
cliatement. 

Concevons qu’en vue de la theorie des formes f telle que je 
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l’envisage ici, on modific Fidee arithmelique de classe , de maniere 
a designer ainsi Fensemble des transformees deduites d’une forme 
donnee, par ces substitutions speciales (S, S 0 ) lorsqu’on attribue 
aux coefficients Lous les systemcs de valeurs entieres complexes, 
pour lesquelles le determinant co = i, on aura ce theorem e : La 
totalite des formes de la me me expression analytique /, tors- 
qidon les suppose definies, el d coefficients entiers Cant reels 
que complexes, ne represente pour un invariant donne qidun 
nombre essentiellement limite de classes distincles. ElTeclive¬ 
in ent, dans la reduile F, lous les coefficients reels A M , sont limiles 
en vcrlu de la relation ( a ) ct les modules des coefficients imagi- 
naires Ajj, ?v le sont par la condition 

Ajj,, U. Av,V- Ajj^v ■*'Vy, IJ, "• O t 

qui resultc, coniine on le voit immediatemenl, dc ccqu’on suppose F 
une forme definie. On n’aura done pour une valeur donnee de Fin- 
variant qiFun nombre limite de reduites et, par consequent, un 
nombre limite de classes. 

Je passe inaintcnant au second point qui me reste a traiter pour 
arriver a mon theoreme. 

Soit cp une forme a n indeLerminees imaginaires, y, ..., u : a 
coeflicienls complexes, ot decomposable en n facteurs lineaires, 
sa voir : 

A = ax a' y . .4- a^ tl w, 

B ~ bx h- // y -h... H- u , 


L = lx Vy H-_-h V n ~ l hi, 

de sorte qu’on ait 

cp - AB ... L. 

Ces quantiles A, B, L ne se trouveront point completement 
detenninees par la forme donnee cp, car il cst clair qu’on peut 
multiplier par un facleur constant chacune d’clles, pourvu quo le 
produit dc tons ccs facteurs constants soit l’unite. J’obscrve ccpen- 
dant que le determinant A, relatif au systeme dc ces fonctions li¬ 
neaires, ne subira aucun changement par l’introduction de ces mul- 
liplicateurs arbitraires, car en remplagant A, B, L, par^A, 
£ 2 B, ..., t n L le determinant relatif aux nouvelles fonctions sera 
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faire, comme nous 1 ’avons dil, 

t i = i. 

ms clone, desormais, regarder A comme absolument 
>ar la forme proposee o. Cela pose, j’introduis encore 
lineaires conjugates clc. A, B, ..L, qui seront, en sui- 
tion eleja employee, 

A 0 = 

B 0 — To H- * • • } w 0 , 

L 0 = I'o To -+-.. . -+- 

eterminant sera designe par A 0 . Puis je compose, avee 
upes de fonctions, la forme quadralique sxiiyante, do 
e cedes qui nous onl occupe preeedemment, savoir 

/= AA 0 h- BB,h-. . .h- LT j0 . 

e dependra essenliellement des lmdliplica tours arbi- 
l’on peut introduirc clans les fonclions lineaires A, 
5, quels que soient ces muldplicaleiirs, son invariant D 
idle entierement connuc 


D = AA 0 , 

: sera toujours defmie, el Pon pourra lui appliqner la 
e reduction exposee plus haut. Concevons done quo 
steme determine des facteurs lineaires A, B, .. ., L, on 
la substitution propre a effecluer cette reduction, el 
tinuerai de representer par la nolalion (S, S 0 )- l^ n 
a partie de cette subslilution designee par $, dans A, 
je snpposerai qu’ils deviennent 

53 =bX + b'Y -hb^U, 

.i 

$ =IX 4- l'Y 

par lasubsdtutionSo, les facteurs conjugates A 0 , B 0 , ..•? 
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L 0 se changent en 

5lo ^ HoX 0 4- n <> Yq 4- •.. 4- 11 \) l ~ 1} Uo, 
»o = KXo -4- I’o ^ o 4-• • • 4- Uq, 


£o = ^()Xq 4 - 1' 0 Yo . 4 - io 7i 13 Uo- 


De la resultera pour la transformee de ©, par la substitution S > 
(’expression 

= JSVSB.. ,iT, 

et pour la transformee rdduite de /, par la substitution (S, S 0 ), la 
suivante 

F = J+LSto 4- 4— -.. -+-££ q . 


Cela etant, je vais ddmontrer qu’en supposant la forme donnee cp, 
a coefficients entiers complexes, et irrdductible, dans ce sens que 
liquation cp = o n’admette d’autres solutions entieres que 


x = o, y = o, ..., u — o, 

les coefficients de <I>, qui seront aussi des entiers complexes,, 
auront tous des valeurs finies et limitees par 1 ’invariant D = AA 0 . 

Soient, a cet cflet, t, 04, <r /2 _ 0 les coefficients de XX 0y 

YY 0 , UU 0 , dans la forme reduite F, a savoir 


cr ~ into 4“ bb t) 4~ ♦ • *4“ U()j 
11 o "4- b' b' 0 4-... 4- l 7 l' 0 , 


<!«_! = rt C«-Da f 0 7i ~ 15 4- b^- 15 b ( 0 n “ 1] 4-. . .4- lU-Dl^-1). 

Ces relations peuvent s’dcrire de la maniere suivante 


i = mod 2 -^= 4 - mod 2 ~ 4-...4-mod 2 — ? 

y cr y cr yj g 

i = mod 2 -£= 4 -mod 2 4-... 4 -mod 2 , 

yv 1 v ff i v a i 


a C/a—1) 

i = mod 2 - ■ 4 - mod 2 - 4 -... 4- mod 2 • —— ? 

V 1 v ^rt-l V Gfi-1 

et montrent alors que les modules des quantites —^ -~r» 

y g ya 


sont 
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tons inferieurs a l’unitd. II en resnlte qxi’en representant par 
produit des facteurs, 


^ X+ v/^ YH - 


rt (rc-l) 

/ CT//-I 
b(«-U 


u, 

U, 


-Uh--4y 


/a 


/cTi 


[(il~ 1) 


u, 


c’est-a-dire ce que devient <D, lorsqu’on y remplace X, Y, 
par 





U, 


les modules des coefficients de cette iransformee sont eux-r 
limites. En effet, si pour fixer les idees nous considerons le 
ficient d’un quelconque des termes de que nous repr^sen 
par X^Y?...U' y , les exposants etant des entiers donl la s 
•est /?, on trouve sans peine que la valeur maximum de so 
dale est donnee par le facteur numdrique qui multiplie le 
terme X/ , Y^...U' P dans la puissance polynomial 

_1_(Xh- U)«. 

- n 
Tl 2 

Cela posd, convenons de designer, par les expressions symbc 
suivantes 

| Xr Y?.. .IP ( et [X/’Y?.. .IP], 

les modules des coefficients de X^Y^.-.U* dans <& et W. 11 es 
qu’on aura, d’apres la relation qui lie les deux formes, 

(i) |X/>Y?...IP| = [XeY7...U*] /<re< 

et, en particulier, pour les coefficients des puissances les pf 
vees des indeterminees, 

jX«j =[X»] t/5f, 

I Y ra | = [ Y“] i/a'l, 


|U*| = fU»] y/a'f., 
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Oi, en mulliphant ces equations membre a membre, il vient 

! X'M ! Y«I...! U"( = [X«] [Y»]...[U«] ^r... 

mais, (I’aprcs la volution caniotevislique pour les formes quadra- 
t.i((uos rrduil.es, el. la valeur de lmvariant de F, que nous avons 
Iron vt; prdeddemmenl egal a AA 0 , on a 

i 

-«(«—i) 

* =^i • • • 9 «.-i < •>? AA 0 ; 

il on resullr dime que 

_;I! Y"j...jU"| <[X'diY'-j..^"].^ v/aT 0 
el. finalomunt, on avanl ogard aux limit.es des quantiles [X«], 

L Y "L ■ • 

i /I* { « - 1 ) t 

i X'M | Y“ j... I U" 1 < -—;-(AA 0 )*“. 

- //" 
llr 

Voiei do.no deja les coefficients des puissances les pluselevees dans 
la forme <I>, limiles au moyen de Pimariant AA 0 . Et e’est en ce 
moment que nous employons la eondition d'irreductibilite de celte 
lorme lelle qu’elle a ole posee plus haul, de maniere qu’aucim de 
res coefficients ne puisse clrc suppose s’evanouir. N’ayant obtenu 
en (diet <[u’unc limile de leur produil, dans le cas ou Fun d’em 
serail mil, on ne pourrail plus rien conelurc sur les autres. Main- 
tenant el a j’aide des valours de ces quantity : JX 72 j, jY / 2 J, ..., 
nous obliendrons dcsliinites pourles coefficients des autres termes, 
en deduisant des coefficients (1) ct (2) la suivanle 

p (J s 

1 N>Y'/...U*‘j ) X" j 1- ”" | Y" J 1- ”". - - 1 U" J 1 ’" 5 * 

.V 7 ,_£_ 

« [ X/'Y'/...IJ*|[X''| " [ Y" | "...[ U"] 

et remplaeanl, dans le second membre, [X^Y?.[X 72 ], [Y 72 ], ... 
et le produil <rcr,... <r /t ^ { j>ar leurs limiles superieures. Il vient ainsi, 
en design ant (/;, <y, ..., s) le coefficient de X^Y^. . .LP dans la 
puissance ^X. —f— Y —(—... —(— CJ ) 72 * 

p q s I nM«-1) 1 

jX/'Y<r...U«j )X"- f —;-OAo)*“• 

- n a 


Nous sommos ainsi par\enu a la proposition an 
daction des formes decomposables en facteur: 
nous autorise a donner, aux iransformees telles 
formes reduites. Mon theoreme sur les racir 
algebriques a coefficients entiers complexes en e« 
immediate, comrae vous allez voir. 

Soit 

P v n -+- Q c'*- 1 -4-... -h R c -+- S = o 

une equation de cette nature. En designant ses 
c, ..., k, l le discriminant, ou determinant 
nombre entier complexe 

D = — bf {a — c)2...(/c — 

Cela pose, faisons dependre de cette Equation m 
ficients entiers complexes, que nous defmirons 

o = P«~i (a? h- ay a-z -j-... -4- a n ~~ l u) (x -h by b' 
(x —(— ly —f- Z" z -+■ • • • ~1“ l lt ^ a 

ISous remarquerons d’abord que, pour cette foi 
esl precisement fB. Soient, en elfet, 

A = x -f- ay -4-... -4- a n ~ l u , 

B = x -h by ... -+- b n - x u , 


L = x H— Ly —i—.. • *+- l tl * u 5 

(Tapres sa definition meme, A sera le produit de 
le determinant relatif au systeme des facteurs lin 
Or, on sait que ce determinant est la fonction 
produit des differences des racines a, 6 , ..., I 
Lien A = y/ii). Je dis maintenant que les racir 
tions diflerentes, auxquelles correspondent des f 
tiquement dquivalentes, doivent etre regardees < 

les memes irrationalites. Soient, en effet, 

* 

p/i _j_ (ijt 1 -4-,.. . -4- ft -i- 5 = 0 


el 


$ = (X + aY+.. .4- a'*-* U) (X -+* b Y h- .. 
x(X + lY+...+ l ft - 1 U) 



u li mm v, u nuiATION A L l T K $ . 
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unc sceondc equation, ayanl pour racines «, b, ..., I, avec la forme 
o.orrespondanle. S’il esl possible do deduire <E> de cp, par ime sub- 
I ilotion a coefficients enliors complexes el au determinant un, c 7 est- 
— dire d’avoir idenhquemenl cp ~ <Jy on. prenant 

!¥* & X — |-* CC V" —l™ . . . —b GjO?-—1) 

y = p\ p ; Y+...+ U, 


^^ nc X X —b X f Y —j— ... -4- '/S tl O ^.J ? 


on pourra, en designanl par t \, / 2 , ..., des eonstantes, poser les 
relations 

. r „U <7 y . . . • I- «" l a =z l { { \ ~b it Y -r .. -r- lt"~ ] U), 

:r • 1 * ! •. ..-b 1 — / 2 (X + l'Y b w “ 1 U), 


,r ■ | ■ ty I -... -I- XL rrz t n ( x -b l Y -b ... ~b l"- 1 U ). 

i )r, t»n (dlei'Uianl la sobslilulion el designant pour abreger la fone- 
l ion enliere a coefficients enliers complexes 
par 0/(e), ees relations donneronl 

V0(a)-|- v Oj ( <7 )■•!”... H- U0«.-,(rt) = t L ( X -bit Y + rt' 1 - 1 U 

X0(/>) . i- Y0|(/>) H-.. .-H U0 M i(b) = / 2 (X h- b Y -b...-b b"" 1 U'), 

........ 

\0(/) n- Y 0, (/) -h...H-U0„ j (/) = /„(Xh-IY ■+•...+ l"-iU). 

^)u en eonelura les expressions suivanles dcs racines a, b, I 


par <7, b 1 . 




« — 

o \(<t.) 
0(7/77 ’ 

«(«; 

a«-i = 

Ha) 

b t: 

«i(A) 

T)( b l ’ 

**_ bUO., .. 
0(0 

’ 0(6) •’ 

l ~ 

0,(/) 

HI) ’ 

Hd) 

~ HI) ’ 

0(0 


<M i) esi visible ([ifon parlanl de la substitution inverse, pour 
deduire o de <I>, on arrivera a des expressions toutes semblables 
qui donneront les racines a, b, ..., /, au moyen de a, b, 1. 
Nous sommes done bien autorisc par la a regarder les racines des 
deux Equations comme presentant les mernes irrationalites. 
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Cela pose, considerons l’ensemble des equations de degre /?, 
ayant meme discriminant, avec la seric des lormes cp, qui corres¬ 
pondent a chacune d’elles. Ces formes, en nombre inflni, ajmnt 
toutes le meme invariant AA 0 , a savoir le module du discriminant, 
seront reductibles a un nombre limite de redaites <I>. Or, les equa¬ 
tions, dont les racines pourront presenter des irrationalites dis- 
tinctes, seront celles-la seules auxquclles correspondent des formes 
ayant des transformees redaites diflerenle$ (*). Elies seront done 
bien essentieliement, comme je i’ai annonce, en nombre fini. 


( l ) En effet, cles formes ayant memo rdduile sent arilhmetiquernent equiva- 
lentes, et il a ete explique plus haul comment Jes racines des equations donl 
dies dependent oflrent des lors les mernes irrationalites. Voyez an rcslc, sur cctte 
question de I’dquivalencc dcs formes decomposablcs en faeteurs lineaircs, mon 
premier Memoire sur la Iheorie des formes quadraliques (Journal de Crelle, 
t. 47). 



SUR 


L’INYARIABILITE DU NOMBRE DES CARRES POS1TIFS 

ET DES GARRES NEGATIFS DANS LA TRANSFORMATION 
DES POLYNOMES HOMOGENES DU SECOND DEGRE. 


(Extrait d’une Lcttre a M. Borchardt, Journal de Crelle, t. 53). 


Paris, ce 24 avril 1 856. 


. Dans le oas ou vous le jugeriez convenable, vous pourriez 

publier la demonstration suivante, du principe decouvert par 
Jacobi, cl employe par lui a la demonstration des belles formules 
pour les conditions do rdalite des racines des equations alg-e- 
briques, que vous avez donnees dans votre Memoire sur liquation 
a l’aidc de laquelle, etc. llien d’ailleurs n’est plus simple que 
d’ctablir ce principe que j’dnoncerai ainsi : 


Quelque substitution reelle que Von emploie pour reduire 
un polynome homogbne du second degre & une somme de car - 
r6s } le nombre des coefficients de ces carres qui auront un signe 
donne sera toujours Le me me. 


Supposons, en effel, qu’un polynome homogene du second 
degrd f., a it -f- 1 ind6termin6es <-, se r^duise a l’expres- 


sion suivanlc 
cn faisant 


/ == e 0 a?|j 4- a?J 4-... 4- 6 »£fS, 

X = a Xq 4- a' 0Q \*+• ... -f- %n 1 

y = [$ 4- 4- • .. 4- Xn, 


(0 


[ 0 z=z\x 0 -^Vxi 4-. . •4- 
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Si Ton clonne une seconcle substitution egalement reelle, 

( X = Cl Xq — 4 Ct! Xj 4~. . . 4~ €t^ 

) ) y = *X 0 4- &'X t 4-. . .4- b^X tl , 

.* ? 

P = JX 0 4~^X 1 4-...4-/^X„, 

de laquelle resulte la transformation analogue 

f = TQoXg 4- VJiXJ 4- . . .4- 'jQ/iX;, , 

il s’agit de prouver que le nombre des coefficients e, qui auront 
nn signe donne, sera egal au nombre des coefficients 7], qui auront 
1c meme signe. 

A cet effet, et pour fixerles idees, supposons negatifs e 0 , £ i? • £« 

et positifs les coefficients suivants : e/ +l , e/ +2 , ..., s,*. Supposons 
aussi que 7 | 0 , 74, ..., r^soient negatifs, tandis quer,/^, 7 u +2 , ..., r\ n 
seront positifs. On aura d’abord en egalant entre eiles les deux 
expressions de la forme /, 

* 0^0 E ’i* r i • *~r~ ^lo^-o 4- “'ll Af 4-. . •-T- 

les \ariables etant liees par ces equations 

cccr 0 -h ct!xi 4 -.. .-i- ol 1 -' 1 '*cc ti =z aX Q - f- a'Xj 4 -.. .4- a {n) X n , 

P^ 0 4- . .4- ^X u = 6Xo4- ^Xj 4-. . .4- ^X flJ 

.. 

Xa? 0 4- 'k"W\ 4- •. • 4- X (/i) 3?^ = /Xo 4- V Xj 4~. - . 4~ l n ^ X /*. 

Avanl d’aller plus loin, j’observe cju’on pourra toujours les re- 
soudre par rapport aux indeterminees x on X, si l’invariant de / 
est different de zero, et si aucune des quantites e et 7j n’est nullc. 
Soient, en effet, J Tinvariant de /, 3 et d les determinants relatifs 
aux substitutions (i) et (2); on aura 



£ 0 £ 1 . . . £/j = J 0 -, * 

7]o7)i . ..7)„ = Jd*, 

de sorte que d et 8 ne pourront jamais &tre supposes nuls sous 
les conditions admises. 

Cela remarque, remplacons dfune part, Xi +i , 
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12 _ , .fll_, x ‘ et Xi ^ x ‘^- j t 

~ £ 0 / £ 1 )/ sj Si-M V^'H-2 s[T n 

iplaeons dc memo X () , X,, ..X* par 


X t 

*jo v/~— '^i 

-/r+ i ) Xa_j» 2? • * • 7 X/ji par 
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eficcUions, par rapport a ces nouvelles indeterminees, la reso- 
in des equations ( 3 ). On sera par la amene a la relation sui- 
e 


__ sp 2 _ - v» 2 _ 

() ' L 1 

. — x\ ■+■ xf +1 



~~ X o— X 1— 

-XJ+Xl. 

-i" X| +2 -+-. . 

■ XJ, 

on pourra sup poser 




[ — p () : 

^() + </oXl+. 

. . -+■ .S'o X n , 



a'i ~ p ! X () -4- q i X i -l-. . . -f~ .9[ X„, 


x„, = Pn^o H- <7/i x 1 H-. . . S n X n , 


oefficienls etunt cssenliellemcnt reels. Or, je vais etablirl’im- 
ibilitd cPune telle relation des que 1 ’on suppose k different de i. 
4 fixer les idees j’admcttrai que Foil ait k > f, et j’observerai 
parmi les diverses Equations auxquelles les coefficients de la 
titution ( 4 ) eloivent satisfaire, on voit s’offrir en premier lieu 
~ci 

—pi —p\ • • ■ pf -+■ pj +l .. h~ pi = — i, 

ic pourrait evidemment etre verifi 6 e que pour des valeurs ima- 
ircs des quantiles p 7 si l 7 on avait ^ 

/?o=o, p t = o, Pi=o. 

r, on va voir comment de la substitution ( 4 ) il est possible d’en 
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deduire une nouvelle, qui, transformant le polynome 



— arj — 


. . - —• X 2 4- X /If. j —f- X/^-2 ~b * • 


en 

(Ci 

-x*- 

Xf — 

. .— X|-4 X / c+1 4- X 4 .4-. • 

. -4- X x, 


ait encore ses coefficients reels, el de plus prescntc ce caractdre, 
que Tindeterminee X 0 ait disparu dans les expressions dcsindeter- 
minees x 0 ,x i7 .. %k-\ . Coniine on suppose k > k — 1 sera an 
moins egal a i et, les conditions pieced emmenlenoncdes se trouvanl 
realisees, notre theoreme sc trouve par la memo demontre. 

A cet effet, nous remarquerons que Ton peut, sans changer lc 
polynome (6), y remplacer X 0 et X, par 

coscpX 0 4- sincpXi, siucpX 0 — cosc>X l 

et introduire par la un angle arbitraire dans les formules (4), cpii 
deviendront 

Xq = (p 0 cosep -+■ q o sincp)X 0 4- (p 0 sincp — q^ coscp)X t .. } 
x x = (p x cosep - 1 - sino) Xq-4* (p 1 sincp — q { cos<p)X 1 - 4 -. .., 


cc n — (p n cosep -4- sincp jX 0 ■+■ (p n sincp — q n cosep)X! -4- 


Maintenant et quels cpie soient les coefficients p el cp etc. on 
pourra disposer de cet angle, de maniere a avoir 

po cos© -h q {) sin cp = o, 

et l’on sera amene a une nouvelle substitution cgaleinent reellc, 
ou Tindeterminee X 0 aura ddja disparu dans la valeur de x 0 . Cela 
fait, partons de eelte nouvelle substitution pour y introduire de 
nouveau un angle arbitraire, en remplagant et X 2 par 

coscpXt-h sincpX 2 , sincpXi — coscpX*, 

ce qui se fera encore sans changer le polynome (6). On voit, en 
raisonnant comme tout a Theme, que Ton pourra annuler le coef¬ 
ficient de X* dans Texpression de x 0 . Or, des calculs analogues 
pourront etre continues, jusqu’a ce que Ton, soil amend a rem- 
placer X*_ t et X* par 

cosepX*_i -b sin^X^, sinoX/^-t — cosipX^, 
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ctj en dernierc analyse, on voit quc de la substitution ( 4 ) on aura 
deduil, par des operations toujours possibles, une substitution 
reelle dans laquelle X 0 , X ,, . .X^* auront disparu de l’expres- 
sion de l'indeLermince x 0 . Co premier point etabli, nous concevons 
([u’on rdpetc, cn raisonnant snr Uindeterminee suivante .r t , des 
operations Louies semblables, mais en se bornant a faire dispa- 
raltrc de prochc en proche, dans repression de cetle iiidelcr- 
minee, les cocfficienls dc X 0 , X,,. On 11 ’aura ainsi besoin 

d’inlroduire dans les subslitulions successives que les indetermi- 
nees X 0 , X, , ..X*_i, de sorle que, ces calculs fails, oil neverra, 
reparailrc dans la valour de ,r 0 aucunc des indelerminees qui en 
ont deja eld eliminees. Cela pose, il esl clair qu’en raisonnant 
d’une maniere analogue successivement sur x 2) ^ 3 , etc., on sera 
en dernier lieu conduit a faire disparaitre la seule indetermindeXo, 
de la valour de Ellc ne se trouvera point d’ailleurs dans les 

indelerminees preeedentes .*•/;. . l2 , . 2 ? 0 , ct de la sorte on 

sera parvenu a une derniere subslilution, consequence de la subsli- 
Lulion (4), Iransformanl encore le polynome (5) clans le poly- 
nomc (()) el qui lombc dans le cas indique plus liaut, ou il est 
manifestemcnl impossible epic les coefficients soient des quanlites 
reellcs. 



SUR 


LES FORMES CUBIQUES A DEUX INDETERMINEES. 


Quarterly Journal of pure and applied Mathematics, t. J, 1857. 


Dans monMemoire Sur l’introduction des variables continues 
dans la theorie des nombres (, Journal de M . Crelle } t. 41 ) ('), j’ai 
fonde la redaction aritlmiclique des formes cubiques sur la consi¬ 
deration de certaines formes quadratiques, fonctions ralionnelles 
des racines de ces formes, et qui jouissent dc proprietes singu- 
lieres, que je vais indiquer en pen dc mots. 

Soil la forme cubique proposee 

/ = (A, B, B', V')0,j) 3 = A(ar — ccy)(x — $y)(;r — yjj. 

Suivant que Jes racines seront Louies reelles, on que Tune d’elles 
le sera seulement et, par exemple, [3 et y elanl imaginaires eonju- 
guees, ces formes seront 

(1) l(x — ajK) 2 H- — 

et 

OO \(x — rj.yY^2p.(x'-~$y)(x--')'y), 

X, p, v etant des constantes arbitraires. Ce sont la du moins les 
expressions telles qu'elles sont envisagees dans le Memoire cite 
precedemment. Mais pour ce que je vais avoir a dire, je modifierai 
ces expressions de la maniere suivante, en consideranl au lieu de 
la forme quadratique (1) 

A 2 [X(P — t) 2 (^ — ) 2 +!*(«-- t) 2 O — Pr) 2 -+- v (a — (3 ) 2 (x — yy) 2 ] = P‘, 


C 1 ) Voir p. 164 de cc Volume. 


E. P. 
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1 lieu de la forme (2), 

-MP — t) 2 (^ — P)( a — y)(^ — Pr)0 — Tr)]= /». 

esl aise de voir que Ton arrive ainsi a obtenir deux covariants 
forme proposee, quels que soient X, p., v. Cela pose, soil 

F = (31, 33, IB', C )(ar, )0 — by)(x — cy), 

renant 

, = _A 2 A'-2B3 h- 3 ABB', 23 = — B 2 B'— AA'B -b 2 AB' 2 , 

l' = A' 2 A -+- 2 B' 3 — 3 A'BB', 23'= B' 2 B -b AA'B'- 2 A'B 2 , 

arte que F soit le covariant cubique de f. Or, pour concevoir 
l formes quadratiques, G et H, compo.sees avec F, comme g 
le sont respectivement avec j\ ces formes seront 

(b — c) 2 (x — ay) 2 -b m ( a — c)* (x — by)* -b n (a — b)~ (x — cy)* J = G 


%*[— l(b — c) 2 (.r — ay)*~h ‘?.m(a — b)(a — c)(x — cy')] = H; 
3II<3s jouissent de cette propriete singuliere que Ton aura 

G = 


i est l’invariant dc la forme proposee/, en prenant 

l = — X -b ^ (X -b [J. -b v), 

2 

in = —- (j. - 1 - ~ (X -b \x -b v ), 
n = — v ~ (X -b [J. ~b v); 

II = A/i, 


faisaut 


— X -b 4 b 


-1- ‘2 X — fi- 
3 


}es formules donnent d’ailleurs 

lrn-+- In ~ b m/i = X p -b Xv -b p r 

mij-o/ m. = u 2 _4_ o Xa. 
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Parmi les nombreuses consequences arithmetiques qui resultent 
de la, je me bornerai a indiquer les suivantes : 

Supposons X = p. = v = i, les equations donneront l=m=n= i; 
or, dans ces hypotheses, les formes quadratiques g et h jouissent 
de cetle propriete qu’en effectuant, dans la propo'see/, la substitu¬ 
tion propre a reduire g, ou la substitution propre a reduire A, 
suivant que les racines a, [ 3 , y seront loutes reelles ou non, les 
transformees obtenues seront des formes reduites, dans le sens 
propre aux foi'mes cubiques. Or, les formes G et H etant, dans lc 
cas oil nous nous placons, respectivement proportionnelles a g 
et A, on voit que l’on aura a employer precisement la rn^iie substi¬ 
tution pour reduire une forme cubique donnee f et son cova¬ 
riant F. 

En d’autres termes, on peut egalement dire qu’une forme 
donnee cubique et son covariant cubique sont toujours simultane- 
ment de formes reduites ou non reduites, propriety remarquable 
et qui ne se retrouve pas dans la theorie des formes quadratiques 
ternaires, ou les adjointes des formes reduites ne le sont pas elles- 
memes en general. 



LETTJtE A CAYLEY 


SUR LES FORMES CUBIQUES. 


Quarterly Journal of pare and applied Mathematics, t. I, 1857. 


Samecli, 3 mars. 

Mon cher Monsieur, 

Dans un Memoire que j’ai adresse il j a bientot un an a M. Crelle, 
j’ai annonce des recherclies sur la theorie donl vous vous eles vous- 
m&me occupy et cette recherche doit faire suite a un Memoire 
publie dans le Tome 41 , dans lequel vous pouvez voir, sur la du¬ 
plication de la form'e 

| b~— ac , ^ ( be — ad), c-—hd j (a?, y) 2 , 

des calculs qui ne sont pas sans analogic avec ceux que vous me 
communiquez (*). Voici le principe de ces recherclies : 

Soient la forme proposee f — (a, ft, c ) d)(x,y) z , cp le covariant 
ci-dessus Qo, q 1 y) 2 , p = b 2 —«c, 2q = bc — ad , r=c 2 — bd, 

ct F le covariant cubique 

F = (A, B, C, D)(ir, y) z = (ax 2 4- 2.bxy-\- cy 2 ) (qx 4 - ry) 

— (bx 2 -h 2 cxy -H dy 2 )(px 4 - qy)\ 

on a ce theoreme algebriquc : 

Tf expression la plus gene rale des formes cubiques ayant le 
meme covariant quadratique v est 

F = </4-ttF, 


( l ) Cette Lettre rdpond a une Lettre de Cayley ins 6 r 6 e aussi dans le Tome I du 
Quarterly Journal. F. P. 
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t et u satisfaisant a Vequation 

t 2 —Az£ 2 =i, • A = q 2 — pr. 

Ceia pose, et introcluisant une division cn ordres des formes 
cubiques, basee sur la division en ordres des formes quadra- 
tiques cp, j’etablis ce lemme : 

Si® appartient a I’ordre P. P., t et u dec rout etre en tiers pour 
qua les coefficients de F soient en tiers com me ceux de la pro - 
posee. 

Voici la demonstration : 

Soit F = (A, B, C, D) (x, y) 3 , on aura 

a = at -j- A u, b = bt -h B u, c = ct -b G u , cl = dt D u, 

ad — bc-\- cb — d a = 8 &u , 
aD — bG h- cD — dA = 4 A£, 

done 8 Aw, 4 sont entiers. 

Je joins ensaite a l’equation 

a — a t h- A u 

celle-ci 

q a — p b = A t -+- a Aw; 

il enresulte, pour d&nominateur commun de t et w, 

A 2 — a- A = p z . 

Or, on peut supposer que l’on raisonne sur /, ou une trans- 
formee de /, telle que le coefficient p du covariant <p soit premier 
a A el impair, comrae le fait souvent Dirichlet. Trouvant done 
4 A/ = entier, p* t = entier, je multiplie par \ et p pris lels que 
4 A A - 4 - p % p. = i et j’ajoute, etc.; de meme pour u. 

Voici done, si A est positif, une infinite de formes a coefficients 
entiers, qui ont un m 4 me covariant ©, a savoir les formes 

F = tf -t- wF, 

t et u satisfaisant a l’equation t 2 — A u 2 = i. 

Or, je fais dans F cette substitution 

) * = (T-+-?U)x + tUY | t ,_ aU1 = i 

( y—— />Ux-t-(T — qU)y j 


(i) 
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ct en ccrivant pour abreger 

(t - 4 - u v/a)(T U \/\)*= t ~i~ u /a, 

je trouvo pour resultant 

r f -+- uF; 

d’ou je conclus aisemenl quo Louies les formes if -h mF, qui 
correspondent aux solutions en nombre infini de l’equa- 
tion t ' 2 — A u-= 1 , se ramenent, par la substitution dont il s'agit, 
a celles ou {t u\J~K) est une puissance moindre que 3, de la 
solution fondamentale tH-uA. Voici done seulement les formes 
non equivalents qui donnent le meme covariant 0 : 

b /, 

II. :/+uF, 

HI. (x s+AyJ)/+awF. 

Je les dis non equivalents, car, s’il y a un moyen de les Irans- 
former Fune dans Fan ire, comme elles ont loules meme covariant 
quadratique 0 , ce ne pourra elrc qu’en employant les substitutions 
qui changenl 0 en lui-memc, c ? est-a~dire les substitutions deja 
considerees ( 1 ) et dont on a vu I’eflet. 

Le cas oil le coefficient q est impair me semble pouvoir se trailer 
de meme; mais, occupe en ce momentd’une autre recherche, je ne 
me sens pas le courage neeessairc pour I’cntreprendre. 

Reccvez, Monsieur, I’assurance des senlimenls dc 
voire Ires devone 

C. li. 

P.-S . N’y a-l-ii pas quelquo chose a completer dans eelte panic 
de \olre melhodc oil vous dites : «... ayant trouve 

(A, — B, C)(5, r,)*=(A, — B, C)(Si, 7 , 1 )*, 

ce qui implique que <*, et r r \, soient des foactions lineaires 
de\,'t\ » (*). Pourquoi? 


( ! ) Quarterly Journal, t. I, 1867, p. 86. 



EXTRAIT D UNE LETTRE A SYLVESTER 


SUR LES SOLUTIONS DE L’EQUATION ax + by = n. 


Quarterly Journal of pure and applied Mathematics , i. I, 18 > 7. 


Je vous renouvelle, et avec plus d’instance, la demande que je 
vous faisais dans ma derniere lettre, de me parler en detail de 
votre decouverte da nombre des solutions entieres et positives de 
P equation 

ax 4 - by -f 

L'interet que vous me marquez avoir pris a celle question m’a 
engage a m’en occuper, et sans £tre sorti jusqu’a present du cas si 
simple de Pequation ax -j- by = /z, j’en ai vn assez pour etre con- 
\aincu qu'elle est effectivementtres digne d’attention. En attendant 
que vous me communiquiez vos formules general es, voici de mon 
cote ce que j’ai rencontre. Me proposant d’abord de determiner 
par une methode directe le systeme complet des solutions entieres 
et positives de Pequation ax -j~ by = n (oil a et b sont positifs el 
sans diviseurs communs) j’opere comme il suit. Je remarque, en 
premier lieu, qu’on a 

ax < 7i, by < n 1 

ce qui conduit a faire 



— * et les nouvelles indeterminees x ! et y ! devant £tre neces- 
a b J 

saircment positives, comme les premieres x et y. 

Substituant et faisant, pour abreger, 



a et (3 etant positifs et respectivement moindres que a et b, il 
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vient la transform ec 

ax' ~h by = n — ct—$ — n\ 

ou /? est rcmplacd par /?/, quantite plus petite, mais certamemenl 
positive, car autrement la proposee ne serait pas resoluble dans le 
sens que nous entendons. Continuous en faisant 



on aura cette nouvelle iransformee 


by” = n r — ct r — p' = n". 

Repelant les memes operations, et posant d ? une maniere gene- 
rale 



T _, / ni \ . , 

yl=h \b)~ r ’ 

n !— b E 


tli — a i - [3* = 

on aura la transforrnee du rang i -j -1 


ax l%[ l -+* by i+i == ti * 4 " 1 , 

dont les indelcrmindes sont liees aux indeterminees primitives par 
les relations 


a* = R 

» 

y 


i)‘'E 




\a1 \aj \ a/ 


sorte de ddveloppement en suite convergente, puisqueles nombres 
A 2 , /z', if, ... vont tou jours en decroissant. Mais ces nombres, si la 
proposde est efleclivement soluble, sont positifs et ne peuvent 
diminuer inddfmiment; ainsi, ajpres un nombre fmi d'operations, on 
en Lrouvera ndcessairement deux consdculifs, n l et n l+i par 
exemple, dgaux entre eux. Or cela entraine a‘-+-[3'=o et, par 
suite, od = o, [3* = o, puisque toutes les quantitds a et p sont posi- 
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tives; il s’ensuit qae 

n £ 



= bE 


n £ 

.77 




c’esl-a-dire que n* esl un multiple de ab , a el b etant premiers 
entre eux par hypothese. Soit n i = t oab; la transformee de rang* i 
(qurse reproduirait identiquement dans les operations, si on les 
conLinuait) aura cette forme 

ax £ -\- by 1 - = coab, 

qui montre que l’on doit faire 

x £ = b y £ = av], 

ou £ et Y} sont des entiers et satisfont a la relation 


* -1-7) = to. 

Voici done les expressions analytiqnes de toutes les solutions 
entieres et positives de l’equation proposee, 



.. + (_)/--! li(^) + (->'*$, 

.—)' _I 15 ^ ^ ^ -+•(— 


en attribuant a \ et 7} les co -j- i systemes de valeurs qui satisfont 
a la condition £-|-yi = g>. C’est Lien evident, car la totalite des 
solutions (entieres et positives) d’une transformee du rang quel- 
conque i s’obtient par les formules ci-dessus 


x £ = E 


n l 

a 


— x M , 


yl 




ou x l+{ et y l+[ doivent etre des solutions positives de la trans¬ 
formee suivante-, el toutes celles-ci doivent etre employees sans 
exception, aucune d’elles ne pouvant conduire a des valeurs 
negatives pour ely 1 , car elles ont respectivement pour limites 
superieures 


et l’on a 





Les expressions (A) me semblent d’un calcul arithm^tique plus 
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facile que celles que l’on tirerait de la methode si connue d’Euler 
on de Lagrange. Au fond, cette methode revient a joindre a I’equa- 
lion proposee ax -f- by = n, une auti^e a f x -f- b f y =t \ t etant une 
nouvelle indeterminee, a f et b ! etant deduits par les fractions con¬ 
tinues de a et 6, de maniere que ab f — ba! = i. De ces deux equa¬ 
tions on tire 

x = nb T — bt , y — at — na\ 

et il faudrait en dernier lieu determiner les valeurs de t qui rendent 
x et y positifs. Mais j’en viens a la determination de co; je me 
fonde a cet effet sur cette remarque tres simple, qu’en appliquant 
ma methode a 1’equation ax -f- by = N, ou N = a -}- kab, k etant 
un nombre entier, on trouve la serie IN 77 , ..., correspondant 
parfaitement a la s£rie des nombres /?', n\ de sorte que l’on a 
toujours 

N '—n'^-kab, N " = n rf kab, etc... 

Ainsi, lorsque l’on sera parvenu a la limitc des operations, c’est- 
a-dire lorsque n l = co ab, W sera (co -}- k)ab; le nombre des solu¬ 
tions entieres et positives de la nouvelle equation est done £gal au 
nombre des solutions de la premiere, augmente de k. Cela pose, 
designons par to le plus grand entier contenu dans et faisons 
Yi = to cih —]— v , to sera evidemment egal a to plus le nombre des 
solutions dc liquation ax -f- by = v. Mais si cette equation est 
possible, comme vest inferieur a ab, Papplication de ma methode 
conduira pour derniere transform^e a c;-f-Y| = o, qui n’admet 
^pPune seule solution, £ = o, t,=o; ainsi co = to ou to+ i, suivant 
que Pequation ax-\-by = v est impossible, ou possible, eu 
nombres entiers et positifs. 


.Bain-de-Bretagne, ii juin. 



SUR LA THEORIE 


BE LA. 

TRANSFORMATION RES FONCTIONS ABFXIENNES. 


Comptes rendus de l*Academic des Sciences, t. XL, 1 855. 


I. 

En representant par ox un poljnome du cinquiemc ou clu sixieme 
degre en x, et posant 



on sail, paries travaux de Gopel et de M. Rosenhain, que x y 
et xy s’expriment par des fractions dont. le numerateur et le deno-t 
minateur sont des fonctions des arguments u et c, qui ont une va- 
leur unique et finie pour toutes les valeurs finies reelles ou imagi- 
naires de ces arguments. Ces illustres geometres ont en meme temps 
donne, sous une forme analogue, F expression analjtique de treize 
autres fonctions de a et de v qui dependent alg^briquement, mais 
dune maniere irrationnelle, des deux premieres. Comme elles sont 
aussi a sens unique pour toutes les valeurs finies des arguments, il 
est impossible de ne pas les conserver dans le calcul, et le systeme 
complet des quinze fonctions se presente, dans Fetude des trans- 
cendantes abeliennes du premier ordre, comme sin amu, cos am u 
et A amu dans la theorie des transcendantes elliptiques. Je ddsi- 
gnerai ces quinze fonctions par /,(«, p), 
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et par /(m, 9 ) l’une quelconque d’entre elles. Semblablement, je 
nommerai F< (m, c), F 2 (w, c), • * e) les fonctions de meme 

nature auxqnelles on parvienclrail en prenant pour point de de¬ 
part les equations 


U) 


f r* a -+- (3.-r 

) </.„ v'ty# 

\/ 



</.r 

ate 


r* Z ~r fir 

-!<•„ v 7 ^ 

f r I±JZ 

v/ 


<tK = «, 

<rte — 


ou a, [3. y, 3 sont des conslanles el *i,r un polynome du einquieme 
ou du sixieme degre en x. Maintenanl je poserai, comme il suit, 
le probleme de la transformation des fonctions abeliennes du pre¬ 
mier ordre : 

Le polynome ox etant clonne, determiner les coefficients 
de <bx et les constcuites ot, [B, y, 3, de telle sorte que les quinze 
fonctions F (m, 9 ) puissent s' exprimer rationnellement par les 
quinze fonctions f(u,v). 


II. 


On sail que les fonctions symetriques rationnelles de xely, de- 
finies comme fonctions de u et 9 par les equations (i), possedent 
quatre paires de periodes simultanees, et que ces periodes, ou au 
moins leurs doubles, appartiennent aux quinze fonctions f(u 1 9). 
Ainsi, en designant par les lettres to et u les indices siimiltanes de 
periodicite, on aura quatre relations de celte forme 

f(u H- O) 0 , 9 -+- U 0 > =/( 

f(lf -r- I0 l5 + <’), 

/( It H- C*J 2l 9 -+- Uj) = /( U, 9), 

/(«-+- 10 3 , W-+- U 3 ) —/(w> <’)• 

Mais il existe entre ces periodes, telles qu'on les tire du calcul in¬ 
tegral, une liaison exprimee par Pequation suivante : 

( 3 ) to 0 u 3 — w 3 'J 0 on ^2 — io 2 ui — 0. 

Et si Pon nomme Q/ et T/ les quantiles analogues a to/ et 0 /, dans 
les fonctions F(w, e), on aura de memo 

^ 3 - 


( 4 ) 


Vo “+~ 1 2 — — o • 
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Cela pose, si Ton demande que les fonctions F(w, v) s’expriment 
rationnellement paries fonctions f(u, p), il faudra evidemment 
que les periodes simultanees o>/ et u/ appartiennent a F, et soient, 
par suite, des sommes de multiples entiers des periodes 0/ et 1'/. 
On devra done avoir ces relations lineaires a coefficients entiers, 
savoir : 

COq = (Xq Qq CL\ Oj[ -f- Cl'2 --2 &’S ^3 j Oq =: ^0^0"^" ^1 ^ l~+“ ^2 ^ 2 “H # 3 ! 3 , 

= 1)q £}q “+* ^1 b-2 Oo -+- b Z Q3, Uj = &o ^ 0 "H £>i 1 1~+" ^2 t 2 -H b z t 'At 

tO»2 = Cq £}q —H C{ Co -^2 “H C§ Q;)i Uo == Cq Vq —f- Ci 1 iH- C-2 1 0 -+- C3 I 3, 

(*>3 = cL§ £2q ~t~ H" ^2 “-2 "4“* ^3-^3: O3 = C?q t 0 d[ \ \-+- d% 1 2 ”+" 1 3* 

Mais, a cause des relations (3) et (4), on voit que les nombres en¬ 
tiers qui composenl le systeme lineaire 

a Q ai a 2 a z 
b Q b i b 2 b z 

Cq Ci C 2 C :i 

d 0 d v d 2 d-i 

ne sonl pas entierement arbitrages. L’etude aritlimetique des pro¬ 
prietors de ces systemes particuliers de seize letlres, qui vient ainsi 
s’offrir, a etc le point de depart de mes recherches et m’a donne 
les resultals suivants. 





Ill. 

En premier lieu, eL pour satisfaire a la relation 

ti>o'J 3 — f .03 1>q H- CO| Uo ^2^1 Oj 

sous la condition 

.^0^3 — --3 t o H- f-11 2— --2^1 =0, 

il fauL poser les equations (*) 

&q d\ -f- bftCi — c§b\ — d§ #i = o, 

#o d 2 -f- b 0 Co — Cq b% — d§ ci 2 = o, 

(7) * # 0 d 3 H~ b 0 Co — c 0 b z — d.Q # 3 = #1 c 3 ?o -+- bi c 2 —c t b 2 — 

( a L d z - 4 - bi c 3 — Ci b z — d t a z = o, 

# 2 d z -4- b-i C3 — C2 b z — d 2 ct% = o. 


( l ) M. Hermite suppose ici implicitement que les fonctions abeliennes sont 
generates. Il le dit d’ailleurs explicitement au § XIV. E. P. 
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Faisons 

#0 d Z 0, C Z - C’o b z -<^o (t'X — ft l d> -+- AjC 2 - & 2 - ^1 #2 :=:: k j 

oil aura lcs propositions sui\antes : 

i° Le determinant de sysleme lineairc ( 6 ) esl im carre pariah, 
a sa\ oir k 2 . 

2 ° Si deux systemes lineaires sont sounds aux conditions ( 7 ), on 
obliendra, en les composanl, un nouveau sysleme lineaire, pour 
lequel elles auront egalement lieu. El en exprimanl la relation de 
composition par ^equation 

/ cti c(.y a z j / oc t ) <X\ a -2 cc z ; / A 0 A 2 A3 \ 

) ^0 1>1 h 63 I % pi p3 Bo B, B* B 3 f 

] c 0 c <2 c z l j y 0 yi Y‘> Ys ( j Go Gi C 2 G 3 f 

I d 0 di d, , d z J i o 0 0 t 8 S o 3 ) ( Do D t D, D 3 ) 

on trouvera, si l’on pose comme precedemmenl, 

ct<o d z h- bo c z — 6' 0 b :i — do a z = a t d 2 h- b A c 2 — ci b 2 — d t cu = A*, 
a 0 03 -+- Po Y3 — Yo fa — o 0 a 3 = a t o 2 -H p t y 2 — yi P2 — Oi a 2 = x, 

Aq D3 -f- Bo C3 — Co B3 — D 0 A3 = Aj Do -+- Bj C 2 — C* B 2 — Dj A 2 = K, 

P equation 

K = Ax. 

3° Si x = 1 , on aura done K = k ; alors je definirai comme equi¬ 
valents les systemes 


do 


<*% 

«3 \ 


[ A„ 

A, 

A* 

A; 

bo 

bi 

b 2 

b 3 f 

et 

Bo 

B, 

b 2 

B- 

Co 

Cl 

(■i C 3 [ 

Co 

Ci 

Gj 

Ci 

do 

di 

d t 

ch J 


' D„ 

D, 

D s 

D; 


Cela pose, lorsque/x est premier, le nombre total des systemes non 
equivalents est 

H- /c + /c 2 + k'K 

4° Ces systemes non equivalents sont represents par ces qualre 
lypes,ou les lettres i designent des nombres entiers arbitrairement 
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|>i-is dans Ja serie o, 1,2, . k — 1 : 

1000 
0100 
o o k o 
000 k 

5° vr an quelconque d’entre eux correspond loujours un aulrc, 
‘l 11 n sen], lei qu’en les composant, on obtienne le systeme 

k o o o' 
o k o o 
o o k o 
o o o k 


<>u un sysleme equivalent a celui-la. 

() n Suit 


[ a 1 a 2 a 3 

b 0 b { b 2 b 3 

c 0 Ci c 2 c 3 


d 0 dj d 2 d 3 
mi nouveau sysleme lineaire, pourlequel on ait 

Ho d 3 by c 3 — Co b 3 — do a 3 = ai do —1— bi c 2 — Ci b 2 — di q 2 — 1 » 

( )n pourra represenler dans loule leur generality les systemes 
eorrespondant a un nombre premier A, en faisant, et dans l’ordre 
<| ti i est indique, la composition suivante : 


a 0 

a 1 

a 2 a 3 

b 0 

bi 

bo b 3 

Co 

Ci 

c 2 c 3 

do 

di 

d 2 d 3 


k 000 
o k o o 
0010 
0001 


«o a i a 2 «3 

Po Pi P* p3 
To Ti Ts To 

°0 °1 °2 °3 


IV. 


Les propositions que je viens d’enoncer montrent avec Evidence 
quo les systemes lineaires composes de seize elements assujettis a 
verifier les equations( 7 ), sont entierement analogues aux systemes 
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lineaires a qualre lcllrcs | ^ ^ | (^). Les considerations suivantes 

rendront cello analogic encore plus manifeste. Je rappellerai 
d’abord ce quo M. Gauss nomme subslitutioji adjointe a une 
substitution donneo. Soil, par exemple, la substitution S, entre 
qualre iiidelermini'es 

X — Uy X + \ -+- Cl, Tj -f- a% l 7 : 

y = b 0 X ~b bi Y 4- b,Z -i- 6;}U, 
z = c*o X -f- Ci Y -h c, Z -+- c 3 U, 

It = \ -f- d\ Y d* Z d z U. 

el A le determinant du systeme 

1 ^0 a, a z \ 

^0 G b-i b z I 

c 0 c 1 c 2 c 3 (’ 

d () d 1 cl, d z ) 


la substilulion S adjointe a S sera 


dA dA 

da 0 da 1 


dA 

cla, J ‘ 


dA 

da z 


K, 


i) ~ 

3 = 


(Iky 
dbn ' 

jTA 




db { 

dA 
dc 1 


o <^A 

7/ 3 H— jj- 11 , 


rfA ■ 

dc, ' 


dA~ 

dc% 


K, 


it -= 


tlA dA 

dTt^ddl 




dA dA 


It. 


Mais e’est seulcment en vue de la th^orie des formes quadratiques 
a plus de deux ind6lermin6es que M. Gauss introduit cette notion, 
car une substitution entre deux ind^terminees etant 


x = a 0 X •+• a,\ Y, 
y = b 0 X-^b { Y, 


(*) Voyez sur Ics systemes lineaires une Lettre que m’a adress^e M. Eisenstein 
(Journal de M. Liouville, t. XVII), et dans les Comptes rendus de VAcademic 
de Berlin (juiu i 85 a). un arlicle du m6me g6ometre, intitule: Uber die verglei- 
chung von solchen terndren quadratischen For men , welche verschiedene de 
terminanten ha ben. 



f = b il — b 0 lj, 

~ ~ CL { 1 - h - a 0 l), 

et jj est visible qiPon passe de la premiere a la seconde en faisant 
y = -y Y= —X 

Or une propriete toate semblable apparlient aux substitutions 
a qualre indeterminees, dont les coefficients verifienL les equa¬ 
tions (7). AJors, en effet, la substitution adjointe 2 se d< 5 duit de S 
en faisant 


x = \\, ,y=h z= — 9, w = —r, 

X = /rl'l, Y = k3j X = —U = - A’X 

Ce resultat decoule de ce qu’on peut remplacer le systeme des 
equations (7) par le suivant : 


a Q b z H- a 1 Z> 2 — a 2 bi — a :i b 0 = <>, 
«o c 3 -+- — a 2 c x — « 3 c 0 = o, 

#0 ^3 ■+■ ^1 A— <^2 cfi — ci-ido = k, 
bo c 3 4- biC.> — b 2 Ci — 6 ;i c 0 = A, 

b^d-i 4- byd 2 — b 2 d{ — b$do = 0, 

Co d z 4- c?i 6^2 — c 2 c/i — c 3 = o, 


<[ui lui est entierement equivalent. 


Y. 

Un dernier lemme nous reste encore a elabliravant d’aborder la 
theorie de la transformation des fonctions abelicnnes. Soit 

/= ^ a ‘J x ‘ T j 

P expression generale d’une forme a quatre indetermin^es, les coef¬ 
ficients v^rifiant la relation aij = aj i i et le signe ^ s’etendant 
aux valeurs o, i, 2, 3 des deux indices. En 6tablissant entre les 
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coefficients de cette forme les equations suivantes : 

#00#23 3 - #11 # 22 # I 2 i 

#00 #23 *+" #22 #01 - #02 ( #03 4“ #12 ) == O, 

#11 #23 4” #33 #0 1 — #13 ( #12 4~ #03 ) := °? 

#00 #13 — #11 #02 "+" #01 ( #12 - #03 ) == O, 

#22 # 1 3 #33 #02- #23 (#12- #03 ) = O J 


elle jouira de cette propriety que, la forme adjointe etant designee 
par 

f(J 0} J? s , J 3 ), 

on aura 

/(*o, *i, #’ 2 , #\->) - i( Jo, JTi, A 2 . Ss), 

en faisanL 

^ 0 = y/oJf 3 , Ji = /o I 2) #’ 2 =-“/ 3 ^ 1 , — — y/o' 

La quantity o est donnec par la relation 

#00 #33 "+“ #01 #2 3 - #02 #13 — #o 3 :=: #11 #22 #0 1 #23 — #02 #13- #fo =::: 0> 

eL son carrc est preeminent 1’invarianL de f. 

De la rcsulte facilement la proposition suivanLe : Soit 

f = 2 A '.;X/X y 

une Lransform^e de/, obtenue par la substitution lincaire 

.r 0 = a 0 X 0 H- 4- 4- X 3) 

.7.*j = b 0 X 0 4- b\ Xj H- b 2 A* 4- <0 3 X 3 , 

./•-2 = C() X 0 -+- C?i Xj -{- Cfc X 2 4~ C 3 X 3 , 

t 3 = \ 0 -1- Xi 4 - d-i A 2 4- fl? 3 X 3 , 


dont les elements verifient les equations (7), les coefficients A/ 
seront soumis aux memes conditions que ceux de la propos^e. 
Ainsi, on aura 

Aoo ^33 — = An A 2 2 — AJ 3 , 

Aoo A 23 4 - A22 A01 — A02 (A 03 4- A12) = o, 

An A 23 4- A 33 A 0 i — A1 3 (A j0 4 ™ A03) ^ o, 

AooA1 3 — A11A02 -+* A01 (Aj2 — A 03 ) = o, 

A22 A 13 — A 33 A 0 2 — A 23 (A12 — Aq 3 ) = o, 
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et enfin, si 1’on pose 

AooA 33 -+- A 01 A 23 —A 02 A 13 — AJ 3 = Ah A m -h Aoi A*3— A 02 A 13 — Af 2 = A, 
on obliendra 

A = k * o . 

Ce resuliat monlre qu’on peut isoler en quelque sorte les formes /* 
dcs formes generates a qua Ire indetermin^es, pour les comparer 
entre elles paries substitutions sp^ciales que nous avoirs delinies. 
On pourra ainsi se poser sous ce point de vue le probleme de t’<*qui- 
valence arithmetique de ces formes, etablirla notion de classe, re- 
clicrclrer les rapports entre les classes distinctes qui correspondent 
a une medne valeur de o. Dans un Memoire public dans le Journal 
de Crelle, tome 47 , page 343 , j’ai ddja donne un exemple d’unc 
theorie arithmetique concue de cette maniere, et qui se rapporte a 
des formes a quatre indetermindes d’une nature analogue a cello 
des formes binaires. Mais il me suffit ici d’avoir donnd la notion 
des formes/*, dont on va voir le role important dans la theorie des 
functions abeliennes. 


YI. 

Les propriety des fonctions de deux arguments analogues a la 
Lranscendante 0, que Jacobi a introduce dans la theorie des fonc¬ 
tions elliptiques, etant la base de nos recherehes, il est necessaire 
que nous les rappelions en pea de mots. 

Soit d’abord 

F(Q li x^r-Q l y, V 0 a?-hr li x) = i (^^) 1 
en ayant egard a la relation 

“0^3 — 1 o "+~ Q 1 Vo — t'i = 0 , 

on trouvera qu’aux periodes simultanees de F, representees par 

^0; Vo, 

® 1 1 V,1 
V,, 

^3, V„ 

correspondent respectivement dans la fonction transformee £, les 
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p<5riodcs 

r > o, 

*, 

H, G', 
G, H, 

ou l’on fail, pour abn'ger, 


43 S 


V[ — Qj V;t 
GoV! — QiVo 


H 


QtYi—QiYi 
QiY 0 — Q 0 \\' 


Q 0 n — Q 2 v n 

Qur, — 


Ccla pose, designons par ®(x,y) la forme quadratique 


cl soil 


Go? 2 + 2H xy h- G'jr 2 , 


( 8 ) 


<d(x, y) 


2 


(— 1 ynq+np e i*n:l(2/n+ji i )ar+(2/n-v)j]+J/n:$i2/n+ii,2/H-v)j 


la soinmalion s’elcndant a Louies les valeurs entieres de m et n y 
depuis —co a +00. En allribuant aux quantiles />, q , jjl, v toutes 
les combinaisons possibles des valeurs o et 1, on obtiendra les 
seize fonctions par Icsquelles Gdpel el M. Rosenhain ont exprime les 
numeralcurs et 1c denominaleur commun de4F 4 (j?,y), £. 2 (x,y ),.. 

£\ 5 (•£?./)• Ces lonctions, que nous reunirons dans une meme forme 
analytique, cn gardant les quantiles /?, <7, pi, v, verifient, comme 
on le reconnail Ires facilcment, les relations suivantes : 

0(^, 7+ 1) = (— 1) v 0(r,/), 

0 (.r -4- II, y -4- G') = (— i)p 0 (a?, y) 5-171(2y+G') j 
0 (a? -+- G, y -4- II) = (— i )* 7 0 (^, y) e-tateaH-G). 

Et, reciproquetncnl, ces relations determinent la serie (8), sauf un 
factcur constant; qu’on suppose, en effet, 

y) == A/// n( _ iynq+np + ^ 

on trouvera, en substituanl, que les deux premieres sont satis- 
failcs, quel que soil A w>/I , et les deux dernieres donneront, en 6ga- 
lant dans les deux membres les coefficients des memes exponen- 
li(dles, 

= A m,n 1 
Aw-f-1,/2 ^ A m,n> 

d’ou il suit bien aue le coefficient A m . n est un facteur constant. 
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La forme cjue nous avons donnee a la serie (8) met cgalemcnt 
en evidence la relation 


(io > 6( x, y ) = 0 O 


[jl G -h v II -h q 


’ y 


v G'-t- p 
■j. 


en appelant pour un instant 0 O celle des seize fonctions dans la- 
queile /?, q , p, v sont tous egaux a zero. On voit par la qu’en aug- 
mentant les arguments de demi-periodes, on pent aussi exprimer 
les seize fonctions par l’une quelconque d’entre dies. 

Enfin nous aurons cetle propriete 

(it ) 0( — cr , — y) — (— i)/ah-<7 v u 0 (\r, y). 


d’oii resulle que les fonctions impaires correspondront aux valeurs 
de /)* q, p, v, qui donneront 

pv -4- q p. == r ( mod 

Ces fonctions. nomine l'a deja remarque Go pel, sont an nombre 
(ie six. 


VIL 


Ces preliminaires etablis, nous aborderons, comme il suit, le 
probleme de la transformation. 

Soit, en conservant les notations du § 111, 

a Q a t a* 
bo b i b-2 b$ 

C o Cj C<2 C Z 

do di d$ 



un systeme lineaire, donl les elements sont des nombres en tiers 
qui verifient les equations 

aodi-h b 0 C[ — Co^i — do a i = o, 

&o d 2 b 0 c-i — c 0 b 2 — do a 2 = o, 
a {) d% -!- bo c 3 — c 0 b ;i — d () « 3 = /*, 
a ] c/., -i- biC-2 — Ci 1)2 — a 2 = k, 
a , d :i -4 - b x c z — C] b 3 — d { = o, 

<* 2 *^ 3 *+- b\C $— c 2 6 3 — c? 2 cr 3 = o. 

Pour abrdger Tecriture, representons un instant par z; la fonc- 
lion lindaire ctix -f- biy , i designantl’un des nombres o, i, 2, 3, 
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cl posons 

(i' 2 ) 0(: o +G 3 3 + Il5 2 , 5 A h- II 2 3 + G'z>) -= TL(x.y)\ 

on aura ce iheoi'cme : 

La fonction II (^*, y) satisfait a ces equations de metne forme 
que les equations (<j), savoir : 

I II (:r 4- i, y ) — (— i ) m IIC x, y ), 

n(a? ;i y + i) = (— i) 11 II Gr, y), 

I II (x -4- //, y 4- g') = (— i)P II (x. y) e-'K^y -» 

\ TI(.r 4- g,y 4 -- h) — (— i) l l II (x, y) 
etsi Von represented pour simplifier, les quantiles a/bj — cijU^ 
aiCj—cijdd • • *i P ar ( a b)tji ( ac )iji etc -> l es valeurs de g, h y g r 
et de hr — gg f seronl 

I ^ ( clb) x ) i 4- (db ).{i G 2(db)o:\ H —h (db)o2 G 4~ (db) 23 ( H- — G G j 

1 ° (ab)ji 4- {ttb);u G 4- ‘A ( ab)o 3 H (ab)o<2 G , 4- (ab), 3 (H 1 — GG } 

1 j _ (ad) {) j -]- (nd) :n G -4- [ 2 (ttfl?)o 3 — 7r| II 4- (ad ) x) » G'-\-(ad) iH (II 2 — GG'j 

1 ~~ {ab) oi-T- (ab): n G 4- 2 (ab)o Z II 4- (a^joaG'-t- (aby^ili 1 — GG') 

(ac)o i 4- (<xc)%i G -4- 2 (<rr) ( )3 II 4- (ac ) )$ G , 4 — (ac)^ (H~ — GG ) 

(cib jo j ( ab ),-{i G —r~ 2 {ab Jo 3 II 4~ ( ab)o -2 G , h— (ab )23 (11 ~ — G G ) 

(cd jo 1 H- ( cd. ) 3 j G —{— 2 . (cd)o% If 4 - (cd)o 2 G 4— (c^/jo^GI 2 — GG ) 

(ab)oi 4” {cib j ; j 1 G 4 - 2 (a b 11 4 - (ab Jo 2 G 4- [ab J^ 3 (11“ — G G ) 

On aura etifin, pour les no mb res en tiers ill, tt, p, x|, les ex¬ 
pressions 

f m = | xa 0 4 - v ai 4- pa 2 4~ qa z -h «o #3 4- a\a,, 

] it = txbo 4- v bi 4 - pb '2 4~ qb^-{- bo b 3 4~ b\b,^ 

(15) 

j p =_. IXc 0 4- vCi 4- pc% 4- 7 C 3 4- C 0 C 3 4- CiC 2 , 

\ 11 = jx d 0 4~* v cl 1 4” pd "2 4- qdj 4 - clo d 3 4~ d[ cl, • 

Nous ajoulerons corame corollaire a cc ihtSoreme, qu’en x^sol- 
vant les Equations (i^), par rapport aG, II, G', H 2 —GG 7 , on ob- 
lient 

; G __ (cd )(,2 4- (<tc)q 2 /T z(bc)n*h 4- (db) 0 ig'-V- (ab) n (h* — gg r ) 

1 (ed). n ^~(ac) n g ^ 2 {be) h 4- {db) 2:] g' 4- (ab) n (A*— ggf 

1 u _ (cd J t 2 4- (ac) 12 ^ 4 - [ 2 {bc) [tl — k\k -G(db) n g'-± (ab) ^(/d—gg') 

J ~~ (cd), 3 4’ (ac). n g 4 - - 2 (bc)toh 4- (^) a3 ^'4- (ab) xl (ld-~ gg’) * 

j C/ = a( 6 c ) 31 h 4- (db) :u g r 4 - (ab): U (Id— gg') 

I J ~~ (cd) i3 -h(ac) i9 g H- 2 (bc), li A + (db). 23 g'-h(ab), 3 (/i 2 --gg')’ 

[ H 2 — GG' - + ( ac )o' * + *(bc)t\h 4- (<^)oiff'4- (ab) (n (1 ^— gp?) * 

\ r (c^J 23 4- (ac) n g 4- 2 (bc)^a 4- (db) iS g'-h (ab) n (!P~ — gg') * 
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Les resullals que je viens d’enoncer me l tent immedialement en 
evidence la methode que j’ai suivie dans la queslion de la transfor¬ 
mation. Celle methode, bien naturelle el bien simple, consisle a 
introduire le systeme de seize fonctions 0, analogues a 0, muis 
dans lesquelles G, H, G' auront ete remplaces par g, h , g f J puis 
a employer les relations (i 3 ), pour exprimer IT(,r, y) par des 
oombinaisons entieres et homogenes de ces seize fonctions. En 
elfet, on voit de suite que le facteur exponenliel 
etant independant des quantiles /?, q : p, v, disparaitra dans le 
quotient de deux fonctions differentes II(#, jp), qui correspondent 
a deux systemes dislincls de valours de ces quantitds. Or, ces quo¬ 
tients representeront les quinze fonctions £ aux arguments 
So + Gsj + Hss, Hs 3 -h , exprimees rationnellement 

par les quinze quotients provenant de la division de deux fonc¬ 
tions Mais avant d’exposer cette methode, nous avons a 

approfondir la question suivante, qui mcrile un examen atlenlif. 


VI 1 L 

La fonction 0(^, y'), etant seulemenl definie par la seric 

n’a d’existence qu’autant que cette serie est convergcnle. Or, on 
posant 

G = C, J 0 ■+- iff, H = SoH- ’ G' = g r Q h- itj ', IV- - GG' = (E) 0 ■+■ * CD, 

on trouve que la condition necessaire et suffisante de convergence 
consiste en ce que la forme quadratique ({j*, /), (/) soit ddfinie et 
positive. II est done indispensable, lorsqu’on introduit le systeme 
des fonctions 0(.r, jk), de s’assurer si la condition analogue, rela¬ 
tive aux elements g , A, g r , se trouve remplie. Ainsi, en posant, 
pour mettre encore en evidence les parties r6elles et les coefficients 
de r, 

rt' — 0o"!“ * 5 ? A = t) 0 H-^, g '= gj) -+- ijf, h- — gg' = XioH- sfo, 

nous avons a reconnaltre si la forme (jj, 1), %') est elle-meme de- 
finie et positive. 
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A cel eflfet, j’introduis la forme suivanle a quatre indeterminees 

ST'a) == ^ 0 ~l- 1 “ -+“ ( {) V (Do- (j'q CD )#| -+- ( (j’CDo — (1*0 CD 

— a 5 *0* 1 “ 2 ( Go 5 —G'fio )**o tr* — a ((Jo f) ~ G80) **i *s 

— 2 ((Q§ 0 — Uc) 0 f ) )T 2 T :{ ^ 2 (^Jjo~(jG^^l^^^(!) 5 o— (joS')^ * 3 , 

el je represente par DID le module du denominateur commun des 
valeurs de g, h, g\ dans les equations (14) du § VII, de sorle que 

DID 2 = [(«6)oi -+- (<26)31 (fo-t- 2 ( ah )oa f)o ■+■ (<26 )o2 (jo H- (ab ) 2 3 (Do] 2 , 

-+~ [(#6)31 (j ■+■ a(<76)03 5 “+* (ab )% 2 Cj'-'r- (^6)23CD] 2 . 

Gel a fait, on aura les theoremcs exprimes par les relations sni- 
vantes : 

2^cry~+-[) , j 2 = b^-a^y, boW — aoy, b 3 x—a z y), 

V-ri=~ys—qq’). 

Comme la secondc montre que les determinants I) 2 — gjj / , /> 2 — 
sont de meme signe, il suffira de prouver que l’un des coeffi¬ 
cients g ou $ est positif, pour etre assure que (fj, I), Q r ) est une 
forme d^finie et positive comme ((/, fi, (/). Par la on se tronve 
amene a la consideration de cetle expression remarquable 


/(^o, #1, To, ,r 3 ) 


qui presente lc type gdn^ral des formes a qualrc indeterminees 
dont j’ai donn^ precedcmmcnt la notion (§ V). Ainsi, en desi- 
gnant la forme adjoinlc par t(~T 0 , X 2 , £ 3 ), on a cctte propriety 

caraclerislique que f se change cn f par la substitution 

;r 0 = * ( /}*- <r, - («5 a — GG')**> 

** = - ( 5 2 - GG’) 3 Ti, ^3 = - (i) 2 - (J(j')Xo. 

De la resulte une analogic tres grande avec les formes binaires; 
au point de vue algdbrique, par exemple, on reconnalt qu’cllcs 
sonL rdductibles par des substitutions reelles a Pune de ces trois 
especes : 

(I) X*-hX*-i-XjH-XJ, 

(II) —X 2 -X 2 -~X 2 -~X 2 , 

(III) XJ-hXl-XI-X 2 , 
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mais settlement a Tune d’elles, de sorte qu’on doit exclure celles-ci: 
±(XJ + Xi-+-X|-XS). 


Mais je n’insiste pas davantage, en ce moment, sar cette analogic, 
et je vais, en appliquant les formuies connues, montrer que f 
appartient a Fespece (1). II faut pour cela calculer les invariants 
des formes f(x 0 , x,, o, o), f(x 0 , x i , x 2? o), et enfin Finvariant 
de / elle-m£me. Ces invariants sont respectivement 


En y joignant l’unite et le coefficient de x on forme ainsi la suite 
caracteristique 






Or cette suite ne presente que des permanences, puisqu’on admet 
par lrypothese que (j, (/, (JCj 1 — /) 2 sont des quantites positives. 
De la resulte que la forme / est reductible par line substitution 
reelle a une somme de quatre carr<§s; ainsi les quantitds 

0 = bli ^ 0 ,= = ^*/(«°» a h «2, « 3 ), 

sont bien essentiellement positives. 


En posant 


IX. 

gr^^'iliry g* y 2 = <pO,y), 


les seize fonctions dont F existence se trouve demonLree par ce qui 
precede, seront representees ainsi : 


6(^.7) =_^(—i)" u 1 + H P 


g iTZ{\lm 4 - wt) x 4 - (2/2 -f- n) y] 4~ j /7T<p(2/// 4- in, 2// 4 -11 j ^ 


les nombres m, u, p, q etant, comme p., v, /?, cj , egaux a z^ro ou a 
1 unite. Elies satisfont aux equations suivantes, entierement sem- 
blables aux equations (9), et qui les definissent a un facteur con¬ 
stant pres, savoir : 

6 (^ + 1 /r) = (—i) ,lt 6 (^r ) 5 + = (—0 U 0(a?,rb 

0 (x -f- A, y -+- g r ) = (— 1 )•* G(ar, y) 

0(^4 - g,y ■+* h ) = (— r)-l 0(a?, jk) 
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II s’agit maintenant cle les employer pour exprimer ]a func¬ 
tion v), que nous avons definie par les quatre relations (i 3 ), 
§ VII. A cet effet, je remarquerai d’abord qiravant 

II( y) = &(cr,y) 

on peut joindre a ces relations fondamentales la suivante : 

n(— x, — y) = TT (x,y)( —1)^+7^. 

Or, il esl trcs facile d’etablir cju’en supj)osant k impair, on a 

p v h- q (jl =3 pn -i- qm ( mod 2), 

de sorlc que nous pouvons dcrire 

(16 bis) TI(— x, — y) = Tl(x 1 y )(— 

Cela pos£, jc fais al)slraclion de toute autre propriete de la 
fonclion II {x, y) et, ne gardant absolumenl qne les relations ( i 3 ) 
ct (16 bis), je cherche en premier lieu combien elles impliquent de 
constantes arbitral res dans la fonclion qu’elles servenl a definir. 
Pour cela, soit 

n( ^ 7)= ^ ( _. [) pn4- qm A/| ^ 7i 

On satisfera ainsi, quel cjue soit A /WjW , aux deux premieres, 

j') = (— 1 ) m II (x,y), U(x, y- hi) = (— i;« U(x,y): 

([uant aux deux suivantes, elles donneront, en comparanl dans les 
deux membres les coeffieienls des monies cxponenliclles, 

(*/) ^/n-hA-,n — , &-//1, rt-hk ^ A /n , n 

enfin on tirera de Pequalion (16 bis), celle derniere condition 
( I S) A /i—v == A///,//. 

Or les equations (17) font voir que Lous les coefficients A„ v , s 7 e\- 
primeront par ceux ou les indices sont moindres que k, et qui 
sont en nombre 6gal a k~. Distinguons mainlenant celui donl les 
indices vdrifient les conditions 

m ~ — m — [ji, n — n — v (mod k ), 

(jui sont dvidemment possibles, puisque le module esl impair. 
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L’equation (iB) sera alors une identite, ct le coefficient dual 
nons parlons restera arbitraire; mais, en vertu de celle meme 
relation, tous les autres, qui sont au nombre de k- — i, seront 
egaux deux a deux. De la nous lirons cette proposition : 

L’expression la plus generate de la fauction l\(x,y)qui estde- 

■*- ^-‘2 _ 4 __ [■ 

finie par les relations (i 3 ) et(i6bis), renferme -y- coefficients 
entierement independanls. 


X. 


Les considerations precedentes sont egalement applicables a des 
\aleurs paires du nombre k. Soient par exemple, pour k = 2, les 
relations 

(19) n(a-H-!,jK) = n (x,y), n(x,y-h\) — Xl(x,y), 

IK>-f- h, y-h g') = n(a?, y) 
n (x-+g,y+h) = n (x,y) ; 


on trouvera, en posant 

^(^y)=^2d Xm ' ne . 


les conditions 


-^-/h-i-5 ,/1— A WjW , 


Done n(^r, y) est la somme de qua Ire series determinees, a savoir 
relies qui se iron vent mullipliees respectivement par les coeffi¬ 
cients A 0i0 , A 0 j, A^ 0 , A, 5 ,. qui restent seuls arbilraires. Or on 
satisfait egalement aux equations (19), en prenant pour II (x,y) 
le carre d’une quelconque des fonctions 0 (#, y). Done ces carr6s 
s'expriment lineairement par quatre nouvelles fonctions, et de la 
se tire immediatement la reduction alg^brique des seize fonctions 9 , 
a quatre d’enlre elles, prises arbitrairement. 


XI. 


En general, toutes les relations algebriques et difterenti elles des 
fonctions 9 peuvent etre obtenues d’une maniere analogue. Ici ce 
sont les relations algebriques qu’il nous importe de considerer, et 
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particulierement celles ou enlrent d’une maniere Lomogene le plus 
petit nombre de fonctions, et qui sont en meme temps du degre le 
moins eleve. Telle esl par exemple, apres les relations quadra- 
tiques, Pequation memorable du quatrieme degre obtenuc par 
Gopel (*) entre P', S', P", S", qui se deduisenL de i’expression ge¬ 
nerate de 0, en faisant : 

Pour 


P', 

LIL = (). 

ll = <), 

p =*), 

<1 = I. 

P", 

111. = O, 

ll = o. 

P = o, 

‘1 = ° 

S', 

III ~ I , 

I*' == I-* 

p = r, 

C 1 = 

S', 

III. ~ I , 

a = I, 

p = O, 

*•1 = <* 


Je vais encore ^tablir Pexisten.ee de cette equation, el des aulres 
du meme genre, qui ont aussi lieu entre quatre fonctions, carelies 
sont fondamentales pource qui va suivre. 

Soil, acet cflel, II(^, t r) une fonction ainsi dtffinie 

#) = l\(x, y), 

TL(x, n O, y\ 

tl(ir -f- It, y-h £ y ) = VI(#, y) , 

II (x -h g, y -+- h) — n (ar, y) e- ui ^ x ^ r) . 

En la supposant repr^sent^e par la s^rie 

2 * iniSmx-hSrty) -+- l -^cpUn,n) 

6 * j 

on trouvera, pour determiner les coefficients, les relations 

A m +4 ,n — A m , ah -4 ^ A tntn , 

et si l’on veut exprimer que le developpement represente une 
fonction paire, on y joindra la suivante : 

A —n ^ 

Alors les coefficients se reduisent a ceux~ci : 

Ao,Oi A 0) 4! A2,0 i ^-2,2) A 0 ,l, A li0 , Aq } 3, Ai,i, 



(!) Voyez Tome 25 da Journal de Crelle, le M6moire de I’illustre g^ometre : 
Theories transcendentium Abelianarum primi ordinis adumbratio levis. 
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et la fonctioxi ll(x, y) sera la sonnne des dix series entierenient 
delcrminees, et multiplies respeetivemeut par ces coefficients cpii 
demeurent arbitraires. Cela pose, soient 0 o , 0 1, 83 cjualre dcs 

seize fonctions 9; nommons 9 ,- l'une d’elles, et m,-, u,-, c|/ les va- 

leurs des nombres m, u, p, p qui la caracLeriseiit. Faisons encore, 
pour abreger, »,= p i n/+ on satisfera evidemment aux Equa¬ 
tions (19), en prenant pour Il(x, y) les quatriemes puissances de 
ces fonctions, et les carres de lours produits deux a deux, quels 
que soient»/, p/, p. Or on peut joindre a ces expressions, qui 
sont au nombre de dix, le produil 6 0 Gi 9 n^a7 S] I on pose, suivant le 
module 2, 

^ ut 0 - 4 -utj-+■ tu.>-r- 1 U 3 ^ O, ti 0 -4- it 1 H- it 2 -h 113 ss o, 

(• 20 ) * p 0 -f- pi -T- ps -+- f 3 == Oj C|o-l- CJ 1 + ^2 —t— C |3 :=5 O, 

I -h * 1 -+- ‘ s 2 ■+■ - s 3 === 0 • 


Sous ces conditions, on oblient nccessairement, entre les onzc 
quantiles que nous considerons, une relation lineaire, puisque 
toutes s’expriment lineairement par dix fonctions dcterminees. Or 
l’existence de cette relation suflit a noire objet, et nous n’aurons 
pas a employer les valeurs des coefficients, qu’il serail d’ailleurs 
bien facile de trouver. Nous nous bornerons aux rcmarques sui- 
vantes : 

i° On satisfait aux equations ( 20) de la nianiere la plus gene- 
rale, en prenant, suivant le module 2, 


iu 0 == m, 

ttli^ 

m - 4 - 

u 0 n, 

"1^ 

U -4- 

Fo= V, 

Pi = 

V H- 


11 — 

q -4- 


nii, m 2 s in -i- in 2 , 
n A , u 2 == n - 4 - n 2 , 

Vi* p 2 ™ p p 2) 

l l15 *> 1 2 = *1 ■+• >1 2 3 


iu 3 ™ m -4- m i -i- m 2 , 
u 3 ~ n - 4 - iij -4- n 2 , 

p 3 == \\ -4- |)! - 4 - y 2 > 
‘13 = i\ -f- 111 H- fl2j 


W, tt, p, q, etant arbitraires, et les aulres entiers devant verifier la 
condition 

Piito-t- J^iti - 4 - ihm 2 -4- Hatii! == 0. 

2 0 Des quatre fonctions 8 0 , 0 M 60, 0 3 , deux peuvent etre arbi- 
irairement choisies parmi les seize fonctions 0. Ce choix fait, il 
existe trois systemes distincts de deux autres fonctions qu’on peut 
leur associer, de maniere a satisfaire aux Equations (20). 

3 J Les fonctions 0 O , 0 ,, 0 2 , 0 3 peuvent etre paires, ou bien deux 
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seroixl paires el lcs deux auIres impaires : aueune relation ulge- 
brique du qua trie me degre n’aura lieu entre quatre fonctions im¬ 
paires. 


XII. 


Je considere main tenant une fonction homogene de 8 0? fh, ij, 
Jont le degre soit le notnbre impair k. Une telle fonction s’expri- 
mcra lindairemcnl par des quantiles de la forme fi*, oil a, b, 

f & sont des entiers positifs dont la somme est k. Cela pose, eii 
assujeltissanl ces nombres aux conditions particulieres 

b -h ti =s s, c 4 -* = r, (mod. o.). 


s et 'c elanl o ou 1, on formera quatre especes bien distinctes 
fonctions homogenes, que je dcsignerai ainsi : 


II 0 (‘a? ?t /) lorsquon fera £ = o, 

Hi ( y) » £ = £ » 

\\ 2 {x,y) » £ = 0 » 

iuo,r) » zzzzl i 


r t = o; 
r, = o; 
r i = i ; 
r. = i ; 


ct Ton aura ce theoreme : 

Les fonctions II 0 (x, y), n Mrres ~ 
pondent respectivement a 9 0 , 9 ,, 9 a, 9 3 ; de telle sorte qu en re- 
presentant par 11,0,7) Vluie quelconque d'entre elles, l’indice 
pouvant recevoirles valeurs o, i, a, 3 , on aura les relations sin- 
antes : 

II, ( * -+-1, y ) = (-, )•“<n,(*, y ), IIt (*,y + 0 = (- O u 'n* 0 . 7 ), 

II/(»-+- A, y + g') = l.— O7) e-i-zw-r+g'i, 

ttii x + g, y + h)={- 1)1* 7) 

H/(— x —y) = (— */*' y)> 

qai sont analogues aux equations de definition de la fonc- 
lion 6*, scn'oir: 

Q i(x _t_ t , y) = (- i)‘“* <),(*, 7 ), °*(*> 7 + 0 = C- O' 1 ' e '^> - r) ’ 

0 ,<* -+- h, 7 + S') = (- O p ‘ 7 ) er ‘*»'**», 

0/C* + ff, 7 + A) = (~ 0* 7) 

0 ,( — x, — y) = ( — O 7 )- 


(ai) 
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Je vais maintenant etablir que les quatre fonctions y) 

eonliennent, sous forme lineaire, un nombre egal a r ^~ de coef¬ 
ficients independants. Concevons, pour cela, qu’en emplojant 
l'equation homogene et du qualrieme degre, dont nous avons ela- 
bli P existence entre 0 O , 9 ,, 9 s, on elimine, dans ces fonctions, 

toutes les puissances de Tune des quantity 9 , de 9 3 par exemple, 
qui surpasse la troisieme. Cette reduction faite, toutes Jes expres¬ 
sions 9jS*j9 c o 03, ou l’exposant ft ne surpasse pas 3 , seront lineaire- 
ment independantes. Car, s’il en etait autrement, on aurait une 
seconde relation algebrique, homogene entre 9 0 , 9 { , 9 o, 9 3 , d’oii 
resulterait que les seize fonctions 9 s’exprimeraient algebrique- 
ment par deux seulement d’entre elles; et, par suite, que deux 
quelconques des quotients quadruplement periodiques seraient 
fonctions algebriques Tun de Fautre. Nous conclurons de la, qu’il 
existe precisement autant de coefficients arbitraires dans II; 
que de solutions distinctes, en nombres entiers et positifs, des 
equations 

= b H- tn e, c-t-fcEsr, (mod a), 

lorsqu’on suppose successivement 

= o, 1, 3 . 

Or, on trouve sans peine que le nombre de ces solutions est > 
c’est-a-dire precisement egal au nombre des coefficients indepen¬ 
dants qui entrentlineairement dans lafonction definie paries equa¬ 
tions (i 3 )et (16 bis) (<). Cela pose, il a ete etabli, § XI, que sur les 
quatre systemes de quantites mn/, p/, q/, deux sont arbitraires. 
On pourra done, en disposant seulement de Pun d’eux, prendre 


( l ) La coincidence de ces deux nombres est si importante, au point de vue ou 
je me suis place dans la theorie de la transformation, que je crois devoir donner 
le calcul qui sert a Petablir. Soient et r\ l les valeurs o ou 1, d^terminees par 
les conditions 

E a = £ -r- I, T u == Tj 4- 1 (mod 2), 
on trouYera immediatement que, pour 

b — 0, b = 2, 

les nombres de solutions sont respectivement les coefficients des puissances x* et 



par exemple 

ino = m =s \xa Q 4- vcti 4- jpa 2 -+- qa z 4- a 0 a z -4- a x a- 2 \ 

no = n s== u&oH- -hpt>2 -1- qb z 4- b 0 b z 4- b x b 2 I 

} (mod 2), 

p 0 = p =~ ;jic 0 -f- v c l 4- jjc -2 4- qc z 4 - c Q c z +C]C 2 l 

= i\ ~^= jj. cl, 4- v di 4- pd* 4- qd z -f- d§ d z 4- d\ d% J 

el pour c = o 1aire ainsi coincider les equations (21) avec les rela- 


x k ~- dans le produit 

/p£-f- f, 

(i 4-.T4-2? 2 4-...) -i- J?? 6 -*-' 1 -!--.0 H-...) = 7 -—-r— 

( 1 —ar) (i — x-) 

tandis que, pour 

i) ~ r, i> — 3, 


ces rn times nombres sont les coefficients de x k ~ 1 ct dans le produit 

QQ -.j +T| j 

(l4-#4-# 2 4-...)(a? S i4-a? £ i +2 4-# E t + M-..0(^ l +^ r ' 1+2 -He Vll ‘' M H“---) -.-— 

(l — 00){i-X-Y 

De la on conclut que, pour 

U = 0 , 1 , a, 3, 


le nombre total des relations est donn 6 par le coefficient de x k dans le develop- 
pement de la fonction 

x l ^ r >(i 4- jc‘) -i-^ e i+ r <i (x 4- £*) 

(, ( j_ * 27 “ )" 

Passons maintenant aux valours particulieres de e et 7 j. Lorsque ces quantiles 
sont nulles toutes deux, cctte fonction devient 

( H-.r 2 ) (1+ x 3 ) 

(, ^ x) (1 x ~) - J 

et, dans les trois autres cas, die se presente toujours comme egale 4 

(l 4- x 2 ) (x h- x-) 

{i—X) [l—X ')' 1 

Mais les ddveloppements de ces fractions ont meme partie impaire, car leur dif¬ 
ference est la fonction paire done, pour des valeurs impaires de k , le 

nombre des solutions des equations propos 6 es ne ddpend pas des valeurs dee ctvp 
Oe nombre sera ainsi le quart de celui qui se rapporte 4 liquation unique 

a 4- far -1- c 4- ir = k , 

cn supposant U = o,i, 2, 3 . Or, suivant ces cas, on trouve successivement les 
nombres 

(A* 4- 1) (A* 4- 2) k{k 1) k {k — 1) (k — i) (A* — 2) 

-,-, --, 

2 22 2 

k~ 4 - 1 

et leur somme, divisde par 4, est bien 6 gale 4 -- 


11. — I. 


3o 
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lions (1 3 ) el (16 bis). Nous sommes ameneparla a cctle proposition 
fondamcntale cle la theorie de la transformation des transcendanles 
abeliennes du premier ordre : 

La fauction 

11 (.r. jj=0f; J +G; 3 +H; 2! ; 1 + II -4- G 'z. 2 ) 

aux modules G, H, Ox' peat etre exprimee par une fonction en- 
tiere et honiogene, du degre /c, des quatre fonctions 0 O 
Q,(.r, y), b->( x ,y), 03 { x if) aux modules g , h , g f : qui dependent 
des premiers par les equations (i^- 


XIII. 

Mais cen’est pas une seulementdes seize fonctions 0 qui s’ex prime 
ainsi par 0 O? 0 1? 0 2 , 0 3 . En prenant eii effet pour II (x, y) successi- 
\ement les quatre fonctions homogenes de ces quantiles que nous 
avons preeedemment nominees II 0 (.r, y) : \\fx,y), rT 2 (.r, r) 7 
II 3 (.z\ r), et qui toutes renferment lineairemenl, —ltd constantes 
arbitrages, on satisfera de la maniere la plus generate aux equa- 
tions (i 3 ) et (1 6bis) pour quatre syslemes differenls devaleurs des 
nombres a, v,/), <7. Et les valeurs de ces nombres s’obtiendront 
en posant 

m 1 eee |arto-f- v«! -f- pa* 4- qa- 6 4- a () a 3 4~ a x u. 2 , 
u/ == ;j.^ 0 -4 -vbi pb 2 -4- qb z -+- b 0 b s 4~ hi b- 2l 
p/ = 1 xc 0 +vc, -+-pc 2 qc z -4 <? 0 c z 4- c t c 2l 
c\i == jj .d 0 -4- vdi 4- pd 2 4- qd-i 4- d 0 d z 4- d { d t , 

suivant le module 2. Pour plus de clarte, je designe par p/, v; 7 />/, 
qh cellesqui correspondent am/, .1/, p/ ? et je fais Si = v/y?/ + jx/gr/; 
on trouvera alors tres facilement 


[Ao 4- Ui 4- [J. 2 -4 1J.3 ~ o, V () 4~ v! 4- v 2 4- v 3 = o ) 

' (mods). 

Po 4-/>i 4-/>2 4-/>s = 0, 4- (J\ 4- q-> 4- q :i == o ) 

S q 4- S 1 4~ S 2 “l" S:t == O. 

Or ces relations sontde meme forme que les equations (20), § XI, 
el Ton en conclut celte proposition : 

Les quatre fonctions 0 que nous exprimons par des fonctions 
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homogenes et du degre A, de 9 0 , 0 t , 0 2 ,' 0 ;l , sont liees, comme 
celles-ci, par une equation ho mo gene du quatrieme degre. 


XIV. 


Les resultats precedents conduisent immediatement aux relations 
cntre les quotients quadruplement periodiques qui proviennenl 
de la division de deux fonctions 6, et ceux qui proviennent de la 
division de deux fonctions 9 . Ces derniers, en regardant g, A, g' 
comme arbilraircs, representeront les fonctions periodiques les 
plus generales, auxquelles donnent naissance les integrates ultra- 
elliptiques de premiere classc, lorsqu’on aura remplac^ les argu¬ 
ments x et y par d’autres qui en dependent lineairement d’une 
maniere quelconque. On obticnt ainsi la solution du probleme de 
la transformation, tel que nous 1 ’avons pose en commengant. Mais 
nous allons presenter la relation obtenue entreles fonctions 0 et 6 
de diGerents modules, sous une forme analytique mieux appro¬ 
priate aux considerations qui nous reslent a developpcr. 

Nous (crons, dans ce but, la substitution suivante : 

x = x 4 — ft z 4 - g 11 , y = ij’ 4 — g ~ —(- h u, 

et nous poserons 

C( x 7 ‘h 4 A, g’) = 0(x 4- hz 4- g u, ij 4- g'z 4- An); 

remplacant ainsi la fonction 9 aux deux arguments x et y, par la 
fonction £, qui dcpendra de x, q, *, u. Cela pos6, soient 

cY* = 4 - Aq ij 4- c 0 :4- d§ a, = ct\ x 4— b\ if 4- Cjc 4- d i u, 

= ct-ix 4 - A2 if 4 d-x u, t) = <34 x 4 - A3 ij 4 - C$z 4- d : \ u, 

on trouvora aisemcnt ces relations importantes (') : 

Zo 4- G 34 4” 11 3 2 = A- 4- G V.) 4— II JCj 
Zl _^H Z;t _ h G , z 2 =J 4 1113 + G'j:, 

3 0 3 3 4 - 3j z.> 4 - f T ) ( 3 3 , 3») = a 3 ( A*. 4- II w 4- Gt)) (x 4- hz. 4- gu) 

4 - A 3 (X 4 - II & -h G O) ( y 4- g l ’ *4- All) 

4 - ^2 ( cT 4- G r ib 4- H X) ) ( x -1- A ^ ”1— g u ) 

4- A 2 f -T + G'c + HO)( x 4- g' z 4 - An). 


(») On se sf>uvient qu’au § Vlf, la quantile ci^-t-by a etc designee, pour 
abreger, par 3-. 
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Pour abreger l’ecriture, representons par y cette expression de 
la forme quadratique z 0 z* + z * -+* ^(^3? ^2)5 et convenons de 
mettre en indice a la fonction £ les valeurs des nombres m, h, p, ^ 
qui figurent dans la fonction 9 dont elle derive, nous aurons alors 
ce nouvel enonce des theoremes de transformation : 


Les quatve fortetions represenlees par 


S'- G > JI - G '). 


le nombre ipouvant recevoir les valeurs o, 1, 2, 3 , s } expriment 
par des fonctions entieres homogenes , et du degre k des quaere 
quantiles analogues 

‘sill.j* It • p • CJ £ Ll f 0*9 h, g )• 

Les modules g 1 h, g ! dependent de G, H, G ! par les equa¬ 
tions (14)7 § VII, et les quatre nombres p./, v/, /?/, qi de m/, u/, p/, 
par les relations 

in 1 == [-*•/ a 0 v i a i -r -PiCti 4 - qia 3 4- a 0 a 3 - 1 - a x a t , \ 

11/ u/ b 0 -r- bi 4- pi bi 4 — qi b 3 -+- b() b 3 4 - b[ b 2, f 

> (mod 2), 

pz = Co -f- 'U Cj -f- pi C* -f- qi C 3 C 0 C 3 4- Ci C-2, l 

cj/ = i*id q -T- 'udi 4 -pi d-> 4 - q t cl 11 4- cIq cl 3 -1- d\ d*, J 

auxquelles il faut joindre les suieantes : 

uto -T- iu j -f- m2 4 - m3 = 0 , 110 4 ~ 111 4 — i12 4 “ 113 === 0 } \ 

po 4- pi 4- p* 4- p3 — 0 ? cjo 4- c-ji -4 C]2 4" cj 3 == o, > (mod 2), 

^ 0 ~r- ‘ s 1 4- * s 2 4~ 3 = 0 , 1 


et cel/es-ci, qui en sont, comme nous I’avons dit, la conse¬ 
quence : 

4 o -r- JJ-1 -+- t ±. 2 4- U. :i == 0, Vq 4- Vi 4 - v 2 4- v 3 ~ o, ] 

po -hpt-r- p-2 4- p 3 == o, q 0 H- q\ 4 - <7^4- <73-= o, > (mod 2). 

*0 4“ $1 "i- S-2 4- S3 == O, J 


XV. 

En partant de ces resultats, je vais determiner combien s’ob- 
tiennent de transformations distinctes lorsque le nombre impair A 
est suppose premier. Je me fonderai a cet elfet sur cette propo¬ 
sition : 
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Considerant la substitution 

nXrsaoX + ajY 4- a 2 Z 4- a ;{ U, 
J^poX+p.Y+PsZ+^D, 

Xr = Y 0 X 4- Yi X “T~ Y2 2 - 4 - Y:j U, 

T) = o 0 X 4- o t Y 4 - o 2 Z 4- o 3 u, 


r/o/?/ fe? coefficients sont des nombres entiers assujettis aux con¬ 
ditions 

a 0 Oj 4- JVi'i — Y 0 P 1 °o«i = o, 
a 0 °2 *+• po Y2 — Yo a-2 = (>. 

a 0 o 3 4- po Y<* — Yo — °o a 3 — 1« 

a 1 o 2 4- pi Ya — Y1 P2 — 0 [ a 2 = 1, 

«i0 3 4- jVfa -™ Yi Pa — ®i a 3 = <>, 

a 2 O 3 4- ^2 Y-3 — Y^ ^3 - °2 a 3 = <>, 

<"/? la faisant suivre des quatre suivantes : 

/ r x= s , 


Z = Xs, 
U = A*U, 
X = X.x, 
Y = ix 4 
Z = kz, 
U = f x - 


/j = l IJ - 

U = Xu. 


lx 4- Z ij 4- 4 
; zYcc 4- I i| 4 - ti. 


oil i : i\ i!’ designent des en tiers positifs in ferieurs it X, on pournt 
obtenir dans toute sa generality la substitution 

„"V = a {) x 4- Xq *j 4 ~ <Y) - d { ) a, 

r Y = a: 4“ b 1 ij 4~ <"’j ; 4- d[ u, 

jc = cie>x 4” b%-\ | 4~ c 2 i —1— d*i u 5 

't!) =J tl : iX 4- b:\ If 4“ C 3 ~ 4~* <^311, 

dont les coefficients sont assujettis aux relations fondamentales 

a 0 di -4 b l) r l — c 0 b l — , =-r o, 
a 0 d.> 4 - c 2 — c 0 b% — d^a-i = o, 

^3 ■+■ ^ 0 — c 0 ^3 — ^ 0 = X, 
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Cette proposition renferme, comme on voit, la tlieorie arithme- 
tique de la reduction des systemes lineaires 

do b, c 0 d$ 
a i b i c ! di 
a 2 b 2 c s do 
«3 ^3 <\-J d z 


en se fondanfsur la notion d’equi valence qui a ete nominee, par 
Eisenstein, Vequivalence d gauche des systemes. En prenant, an 
contraire, l’equivalence a droite des substitutions pour point de 
depart, on obtiendra les substitutions ou systemes reduits que j’ai 
donnes § II. On en conclut que toutes les transformations des 
fonctions abeliennes qui repondent a un nombre premier A*, re- 
sultent des transformations particulieres ou Fon emploie les sub¬ 
stitutions reduites I, II, III, IV, combinees avec les transformations 
ou figurent les substitutions au determinant un. Or le nombre 
des substitutions reduites etant i -f- A’-f- k 2 -f- A' 3 , on obtient pre- 
cisement autant de transformations distinctes, dans lesquelles les 
fonctions £(N, Y, Z, U) sont exprimees par des polynomes homo- 
genes et de degre A', contenant quatre des fonctions £(x, ij*, *, u). 
Nous n’avons plus ainsi qu’a passer des fonctions £(X, Y, Z, U) 
aux fonctions s(«^, -T, O), les arguments JJ*, 5 b, %D etant lies 

aux arguments N, Y, Z, U par les equations (22). Or, en omettanl 
les modules, pour abreger Fecriture, la dependancc de ces fonc¬ 
tions est exprimee par la relation 


* /,p * W*(eV, 3\ 2b, *>) = const. C m , n>p , q (X, Y, Z, U), 


dans laquelle 


m = p.a 0 -f- pci^ q a 3 -f- a 0 a 3 -f- « t olo 

U = -7- vpi -Y- j) -4- q p 3 -j- p o p 3 _f_ p j[ 

(\ =S jjloo -f- V0i H- p a 2 q 5 3 - 1 - a 0 o 3 H- o x o 2 


(mod 2). 


Cel a pose, si Ton a 


m — [■*> 11 s v, p = /?, q = ^7 (mod 2), 

la fonction £ se trouvant changee en elle-meme, la combinaison 
de cetle transformation avec celles qui correspondent aux substi- 
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Uilions rcduites ne donnera point de formules nouvclles. Mais si 
les nombres 111, tt, J), i] nc coincident pas to us avec u., v, /?, y, la 
combinaison de cetle transform a lion aura evidemment pour eiTet 
de permuler les expressions (les diverses fonctions dans les for¬ 
mules de transformation relatives anx substitutions reduilcs. 

On est amend par la a une consideration enlieremenl semblablr 
a cede qui a etc presentee par Abel dans la llieorie des fonctions 
ellipliques, et qui a pour consequence de multiplier par six le 
nombre total des transformations donnecs pour la premiere fois 
par Jacobi. Seulement, il faul bien remarquer que les expressions 
ralionnelles de la forme 

*■+■1 

considerecs par Abel (*), conduisent a des relations irrationnelles, 
si 1’on compare deux integrales ellipliques prises I’nne cl Taulre 
a partir de la limilc zero. 

Dans la thdorie de la transformation tie fonctions abeliennes, le 
nombre de ces transformations distincles dans lesquellcs k = t csl 
dgal au nombre des substitutions diilcrciiles, representees par les 
equations (22), lorsqu’on prcnd les coefficients suivant le mo¬ 
dule 2. Or, en ajant egard aux relations qui existent cnlrc les 
coefficients, on Irouve cc nombre egal a ^20, e’est-a-dire au pro- 
duil : 2. 3 . 4 . 5.6 ; nous avons ainsi cc iheoreme : 

Le nombre des tra/isfor/nations distincles des fonctions abe¬ 
liennes qui correspondent ti un nombre premia' k est 

710(1 -H k~h /l 2 £*)• 


XVI. 

Parmi ces diverses transformations, ccllcs qui correspondent aux 
qua Ire types de substitutions reduilcs, lorsqu’on y suppose egaux 
a zero les nombres enliers f, f i ft , meritcnl une attention parlicu- 

( l ) Voycz les QRuvres tVAbel, Lome I, page 379. Cc point de la llieorie de la 
transformation sur lcqucl insislc rilluslre gdoinclrc, est cfTectivemcnt de la pins 
grande importance, par example dans la recherche des modules qui donnenl lieu 
& une multiplication complexc. 
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Here. On voit alors, en effet, se presenter immediatemenl la notion 
importante des transformations supplemenlaires, qui, sous le 
point de vue le plus general, resulte de la cinquieme des propo¬ 
sitions arithmetiques donnees § III. JLes substitutions que nous al- 
lons ainsi considerer, dans les theoremes de transformation, seront 
les suivantes : 


X = x, 

( X = .V, 

/ X = ksr, 

f X 

= kz 

Y = y, 

Y = £i«, 
JJ. j 


\ Y 

= *«! 

HI. < 1,1 

IV. I 


Z = k--, 

z = 

Z =/r, 5 

1 Z 

= 

U = Aai, 

( U = Xrii, 

( U = u, 

( u 

= ll. 


Alors on trouve que la forme quadratique designee par y, 
§ XIV, s’evanouit, et que les nombres caract^ristiques m*, u/, p/, cp 
sont respectivement ^gaux a p/, v/, /?/, <// (’). Ecrivant done, pour 
abreger, au lieu de et introduisant les modules trans¬ 

formes dans la fonction ou se fait la substitution relative aux argu¬ 
ments, on aura cette proposition : 

Les quatre fonctions representees par chacun de ces qualre 
types {-)■. 


I. 

py 

y» 

/ru, 



11 . 

& A 


X*u, 

i G - 

II, A-G'), 

III. 


> “J» kz, 


k G, 

“■ )o). 

IV. 

S,-(/ax- 

■> k\)i z > 

U , 

AG, 

Z II, k G'), 


s’ expriment par des polynomes en tiers homo genes et da de - 
gre k, composes des quatre fonctions 

£/(*, if, i«, G, II, O'). 


(*) Cette derniere circonstance peut toujours &tre rdalisee a regard de loutes 
les substitutions reduites. Rien n’empeche, en. effet, de prendre pour chacun des 
nombres designes par i, i', i" un systeme quelconque de rdsidus suivant le mo¬ 
dule k, au lieu des residus minima o, i, 2, k — 1. Or, en faisant choix des k 
nombres pairs 0, 2,4, 2(k— 1), on voit irnmediatement qu’on aura 

llt ; = Fn ll ; == v\-, p { - = p 0 c|. ss. q mod 2. 

(*) O n peut remarquer que les transformations relatives aux fonctions I et IV 
correspondent parfaitement & ce que Jacobi nomme, dans la theorie des fonctions 
elliptiques, transformatio prima, moduli majoris in minorem et Iransforma- 
tio secunda minoris in majorem. (Fundaments, p. 56 .) 
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Cela pose, il esl clair qu’en appliquant Tune apres 1 ’aulre les 
transformations relatives aux foaclions I el JVou IF et III, on par- 
viendra de ces deux manieres a [’expression de 

t/fAw, /•«,, kz t /cii, G, II, G'), 

par des polynomes enliers homogones ct du degre /r 2 , conlenanl 
les quatre fonclions aux memes modules 

If: G? FI, G'p 

Revenons maintenanl des fonctions £ aux fonclions de deux 
arguments dont elles tirenl leur origine, nous obtiendrons Je theo- 
reme fondamental de la multiplication des Iranscendantes abe- 
liennes, a savoir que les quatre fonctions @/(A\r, ky) sont des po - 
lynomes entiers, homogenes el du degre k 2 composes des quatre 
fonclions C H )/(.r,y). 


XVII. 

Les formules de multiplication pour les quotients quadruple- 
ment periodiques, provenant de la division de deux fonctions 0, 
ddcoulent naturellemenL des theorem es qui viennent d’etre ela- 
blis. Seulement, il imporle de preciser les divers groupes de trois 
quotients, qui correspondront respectivement aux divers groupes 
de quatre fonctions @ 4 -, dont les nombres caracteristiques p./, v/, 
/;/, qi sont assujellis aux. conditions 

i [J-o 4~ -4- (J .2 4“ (J.3 ^ 0 , Vq “4 Vj H- V* 4~ V 3 ^ 0 , | 

(‘>.0 bis) J Pq H-/n 4 - p-2 -b /?3 ^ 0, qo -h <71 4 - q t 4 q z == 0, (moda). 

( S$ 4“ S 1 4" S* 4- =s= O, ] 

Je me londerai, pour cela, sur la distinction de ces quotients 

en deux genres bicn diflerents, telle que l’a faite M. Veierstrass? 
non seulement pour les fonclions abdliennes du premier ordre 
que nous considerons en ce moment, mais pour cedes d’un ordre 
quelconque ( , ). Les quotients du premier genre, en adoplanl les 


0 ) Voyez Journal de Crelle, tome 47 , ou dans le Journal de Liouville (tra¬ 
duction de M. Woepckc), le Mdmoirc dans lequel ce savant gdomSlrc a clonne un 
aper^u deses grandes et belles dtScouverics. Voyez aussi, dans le tome XI du Becueil 
des Savants Etrangers, le M£moirc do M. Roscnliain couronnd par I’Acaderme, 



17 I OE L YRES DE CHARLES IIERMITE. 

notations de cct auteur, scront designes par al (x r)<z, avec im 
seul indiee cpii rccevra les \aleurs o, i, 2, 3 , 4 - Us s’oxprimenl 
com me i] suit, par les foncLions /v/? savoir : 

Biooq 

Boooo 
B1001 

Boooo 
Bqiqi 

Boooo 
Bom 
Boooo 
B.ioi 1 
Boooo 


al 0 = 
all = 
al 2 = 
al 3 = 
al, - 


Ceux du second genre scront represents par al (.r, fiver 

deux indices, devant chacun recevoir encore Jes valeurs 0, 1,2, 
3 , 4, et qu’on pourra permuter entre eux. Ils sont an nombre de 
dix, et s’expriment de cette maniere : 


alo,i = al 1,0 = 
a 10,2 — ab,o ~ 
al (),3 — aI 3i o = 

id 0,4 = al '.,0 “ 

a 1 1 0 = a 1 2 ,1 ~ 

aij 3 = id;j,i = 
a 11,4 :=:: a 1 v, 1 := 
fd 2 ,3 = fda,2 = 

ala,4 = al*, 2 = 
al 3 ,4 = = 


Bqoq i 

Boooo 

B1101 

Boooo 

0jm ) 

Boooo 

B10 n 

Boooo 

B nop 

Boooo 

Bn 10 

Boooo 

B1010 

Boooo 

Bp.HO 

Boooo 
Bqmq 
Boooo 
Bp 100 , 
Boooo 


et qui, beaucoup plus complet sous ce point de vue que celui de Gopel, renferme 
* les expressions du systeme des quinze quotients periodiques, telles (saufune le- 
gere modification) que les donne M. Weierslrass. 
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les indices des fonclions 0 elant determines dans ces formules par 
la condition qu’en supposanl 

, ®\LVpq , }>’</' . ©{X"VW' 

al^ —- > als — > al a5 p— — * 

^0000 “0000 u 0000 

»jl", v", //, q 1 ' soient les valeurs o on i, qui satisfont aux relations 

u" === U -4- u'j v" == V + ) 

• mod. 2. 

}/ p -4- //, q ,r =~ q 4- q’ j 

Cola pos6, on aura cc theorem e : 

Tous les groupesde trois quotients al (x,y) Jormes avecquatre 
f auctions dont les nombres caracteristiques p./, v/, pi, qt veri- 
fient les equations (a<> bis) seront compels dans cette forme ge¬ 
ne rale : 

al <>, y ) a , aU r, y )p 0 -, al (.r. y)^*, 

sous la condition (juc les indices a, ( 3 , y, 3 , £ seront tons differenls 
les uns des mi Ires. 

Cette condition admise, 1 c theoreme fondamental pour la mul¬ 
tiplication des arguments dans les fonclions abeliennes quadru- 
plement periodiques sYmonce ainsi : 

Les trois functions 

al(/or, X;K)ot, aU/or, ky)$*, al (k.r, Xrj*)o,s 

sont des fractions ralionnelles , ay ant pour numerateurs et 
denominateur commtui des poly names entiers et da degre 
par rapport d 

al(>,.7) a , al(.r,jr)s- 

Ces trois fonclions sont d’ailleurs liees par une equation du 
quatrieme clcgrc, consequence de Inequation liomogene etdu meme 
degr <5 qui cxisle entre les quatre fonclions %i(x,y). 


XVIII. 

C’est aux re sul la Is precedents que je me suis arrete jusqudei 
dans lYlude de la transformation des fonclions abeliennes, et je 
vais terminer cel expose succinct de mes recherches, en faisant 
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voir comment cetle tlieorie analjtique de la transformation sc 
trouve etroilemenl liee ala tlieorie analytique des formes quadra- 
liques dont j’ai parle § IV. Reprenons le tlieoreme du § XIV, 
consistant en ce que : 

Les quatre fonotions representees par 

^ W qt (&> 3 \ O. G - H, G'), 

si Von attribue a Vindice i les valours 0,1,2, 3 , s 3 expriment au 
moyen de fonctions homo genes et da deg re k , des quatre quart- 
tites 

' l J) u i lh £ )' 

les modules g, h, g f dependant de G, H, G ; , par les equa¬ 
tions (14) du § VII, et les arguments <&, cJ, 5 c, O de x, y-, a, 
par celles-ci : 

X — ciqx Z>o y h— Co - —\- d$ u, 

'g — Cl 1X —b b 1 if- C\ z H- d |U, 

& == a 2 a: -+- ‘j’ -h c%z d% u, 

O == CC3 3 C -f~ ^3 IJ- H— C 3 - —^311. 

Or, a ceLte relation ainsi formulae entre les transcendantes £, 
de differents arguments et de differents modules, correspond la 
relation arithmetique que donne le theoreme suivant : 

Soil 

G = (jo 1q, tl — ^0 H~ ij}, G' = ^0 H- i(J\ II 2 — GG' = (£)q h- i lD, 

g = flo -i- ifl, A = ijo ■+■ ii>, £■' = flu -+- iV, A 2 — gg' = *0 -T- ft»; 

nommons ^{X, J, t)) la forme quadratique qui s’est dejd 
presentee § VIII, savoir: 

$(X, fy, &, xd) = + (§'<©<> - g; ©) & 2 

■+- (fftfio - ffoCO) t)* - a&VJ - a( (?i S ~ ff'So) 

-a(g 0 S —gSojyO-aCCDSo-COoS)^ 

- * (SSo - tfi) 3 T& - * (&}o - Go(f) -vo, 

et considerons de me me V expression seniblable 
f(*i II, “) = fl'oc 2 H- S9' 2 -+- (fl'*0 —-fli*)- 2 -H (flt»0 — 0o&) w 2 

— 2 b XIJ. — 2 (fl' 0 t> — bo) M — 2 (00 b — g h ) ‘Jit- 

— — V)) -a — 2(^ 0 — y<]' 0 ) ye — 2(1)1)0 — 303') xu . 
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Les variables £C-, &, etant Liees a «, y, z, u par les equa¬ 
tions ( 22 ), /<?$ coefficients sont des nombres enliers assu- 

jettis aux conditions fondamentales 

I a [) d 1 b Q Ci — c 0 £i—<i 0 /7 1 =o, 

1 «0 ^2 - ^0 6 2 dQCl-2 — O, 

<^3 4 ~ &0 C.) - Cq 63 — (l 3 = 

czj « 2 •+- G c 2 — Ci b 2 — aj <7. 2 = A', 

I d\ tl% 4- bi c% — (‘1 £3 — cii ci s = o, 

• a%d z -f- b 2 c :i — c 2 bi — d 2 a z = o, 

cm aura identiquement 

f( x .* u z,u) 

2 “</</' l ) 2 — flfl' 

f relle esl done la nature de la relation entre ces deux formes 
quadratiques, semblablement composes avec les modules G, H, G' 
et g, h, g f , que la premiere se change en la seconde multipliee 
par /r, au moyen de la substitution qui transforme les transcen- 
dantes £ aux modules G, IT, G', en des fonctions homogenes et du 
degre k , des transcendantcs analogues aux modules g, A, g f . On 
voit ainsi comment vient se presenter cette <$tude arithinetique dc 
formes particulieres a quatre inddterminees, 011 Pon n’emploie pas 
eomme instrument analylique les substitutions les plus generates 
entre deux groupes de quatre variables, mais les substitutions par¬ 
ticulieres ( 22 ) definies par les equations (a3), et qui reproduisent 
<les formes du m£me genre. C’est prdcisthnent a celte idee que je 
me suis deja trouv6 conduit dans an autre travail ( Journal de 
Crelle, t. 47, p. 343), en ayant en vuc Petude purement arilhmc- 
ti(jue des nombres en tiers complexes J ? ai pu alors 

traiter, par les m6thodcs propres aux formes binaircs, les princi- 
pales questions concernant les formes particulieres a quatre inde- 
terminees (jui etaient l’objet de mes recherches, et aj outer par la 
de nouveaux euracl6res dc similitude entre les nombres entiers 
reels et les nombres complexes (*). 


( 1 ) En poursuivant Ics recherches que je viens de rappclcr, j’ui obtenu lc Lhco- 
W»mc suivant, qui offre un nouvel exemplc dc ceile analogic: 

Les equations d coefficients entiers complexes et en nonib re infini de la forme 
az n *4- 6s'*- 1 -k . .4- gz 4- h jz. o, pour lesquelles La nor me du discriminant (deal- 
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Un pareil rapprochement entre les formes (-V- ? O) et les 

formes hinaires semble egalement devoir se presenter; on peut du 
mo ins Je presumer, d’apres les proprietes relatives aux formes ad- 
jointes, enoncees au § VIII, et snrtout par cetle expression remar- 
quable ct facile a verifier, savoir : 

-T,£>?>) = h- 

+ (()(/'- !¥) ((j ^ 2 -+-+■ ( Jv*)> 

on jai fail, pour abreger, 

eN^'i = ^ + 5 0 & -+- ()0 3* 1 == 3 ~+~ ( /o & ■+■ !)o w- 

Gependant Fanalogie de ces formes particulieres, que j’ai nom¬ 
inees a indeterminees imaginaires conjuguees avec les formes bi- 
naires, ne persiste pas toujours; parfois, comme je l’ai fait voir, 
il arrive qu’on ait a la suivre dans plusieurs directions diflerentes, 
el bicntot on est amend a des questions ou la nature des formes a 
quatre variables se manifeste sous un point de vue qui lui est 
propre, et qui exige de nouveaux principes. Les memes circon- 
slances viendront-elles s’offrir dans les questions analogues donl 
lc point de depart s’est trouve dans la thdorie des fonctions abe- 
licnnes? C’est la un orclre de considerations arithmetiques aussi 
inlercssantes que difficiles, sur lesquelles je pourrai peut-etre un 
jour oflrir aux amis de la science le resultst de mes reeherohes. 


tt-dire du no mb re entier complexes egal a a 2 ( n ~ 1 '> multiplie par le produit sy- 
metrique des carres des dijferences des racines), conserve la menie valeur, ne 
contiennent qu'un nombre essentiellement limite d f irrationalites distinctes. 
(Vovez pour le Lheoreme analogue, relatif aux nombres reels, le Journal de 
Crelle , t. 47 , p. 335 .) 



REMARQUE SUR UN THEOREME JDE CAUCHY, 


Comptes rendas de VAcadenxie des Sciences , i. XI A. 


Cest a M. Cauchy qu’on doit la premiere demonstration gene- 
rale de la realite des racines de l’equation remarquable a l’aide de 
laquelle se determinenl les megaliths s^culaires des Elements du 
mouvcment elliptique des planetes. Cette equation s’obtient, 
comine on sait, en egalant a z6ro le determinant du systeme 



2 ,1 


<*n, 1 

«1,S 

«2,2- 0 


a n, 2 

«i ,3 

« 2,3 


J 

Uj ,/i 


. . 



dont les elements sont des quantiles reellcs soumises a celte 
condition, 

,,V — 

J’ai fait, au sujet de cette equation, la remarcjue suivante quo 
L’illustre geometre a bien voulu m’engager a communiquer a 1’Aca¬ 
demic. Supposons que les elements du determinant eessent 
d’etre reels et prennent des valeurs imaginaires quelconques, mais 
avec la condition que et soient des quantiles conjuguees. 
II est aise de voir que le nouveau determinant ainsi forme et que 
je nommerai □, sera essentiellement rdel quoique compose d’ele- 
ments imaginaires. 11 ne change pas de valeur en eflet en y mel- 
tant — \J —1 au lieu de — 1, car on ne fait ainsi que remplacer 
par a v ,^ 7 c’est-a-dire substituer les colonncs horizontales aux 
eolonnes verticales, et l’on sait bien que cette transposition n’al- 
tere pas la valeur d’un determinant. Cela pose, liquation Q = o 
conserve la propriete si remarquable de Fequation 0 = o, elle a 
loutes ses racines essentiellement reelles. On peut le clemontrer 
de plusieurs manieres, par exemple en transformant le determi- 
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naut 0 en 1111 autre a elements reels, d’un nombre double dc 
eolonnes et symetrique par rapport a la diagonale, de maniere a 
relrouver precisement la forme analytique du detenninant 0. O11 
obtient aussi une demonstration directe en eixxployant la belle el 
savante methode qu’a donnee mon aini M. le D l ‘ Borcliardt, de 
Berlin, pour calculer les fonctions de M. Sturm dans le cas de 
l’equation 0 = 0. Quoi qu’il en soit, la realite des racines une fois 
etablie, on determine par la regie suivante combien il s’en trouve 
entre deux limites donnees 9 0 et 9 ,. Nommons Q/ le determinant du 
system e 

— 0 a 2 ,i ... \ 

^^1.2 ^2,2— ^ * ^</,2 f 

I ,/ ••• i 

calcule de maniere que le terme principal ait le signe + , et desi- 
gnons par ( 9 ) le nombre des termes positifs de la suite 

<>,, <>,, t> 3 , 1>„. 

Si Ton suppose 0 , ^> 9 0 , la quantite ( 0 O ) sera plus grande que ( 9 ,), 
et la difference (0 O ) — ( 9 ,) sera precisement egale au nombre 
des racines de Vequation Q = o quisont comprises entre 9 0 et 9 ,. 
On remarquera que la suite 

.• *-l? --2? ““3 7 •••> 

est plus simple que la suite des ddrivees du premier membre de 
I’equation proposee qui serviraient d’ailleurs au meme usage a 
cause de la realite de toutes ses racines, et sans doute il serait pos¬ 
sible de passer directement de la seconde suite a la premiere, 
comme Pa fait M. Cauchy dans une circonstance analytique tres 
semblable (Comp/es rendus, t. XL, p. 1329). Mais, au point de 
vue ou je me suis place, l’equivalence des deux suites, comme 
l’existence d’une infinite d’autres qui jouissent des raemes pro- 
prietes, se deduisentimmediatement d’une proposition elementame 
et fondamentale de la theorie des formes quadratiques. Au reste, 
c’est dans l’etude algebrique des formes quadratiques, mais des 
formes quadratiques d’une nature toute particuliere etdont je vais 
donner la definition, que vient s’offrir d’une maniere directe 
Pequation Q = o. Leur caractere principal consiste en ce que les 
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indtterminees y sont partagtes en deuxgroupes de variables ima- 
ginaires, les variables de I’un des groupes etantles conjuguees des 
variables de Pautre groupe. Ainsi, en representant 2n \ariables 
imaginaires par 

X = x-^rx's/— i, Y = y 4- /\/~i, ..., . U = K + 

X 0 = .r — x's/— i, Y 0 = jk— 7V-1, .... U 0 = w — m'v/-—1* 

on aura 1’expression analytique suivante de ces formes, savoir 

cp = X 0 (Y -4- ci \^2 Y -4-...-+- a ltft U) 

-I- Yo ( 05.2,1 Y -4~ <22 ? 2 Y “h GC2^ U ) 

-I-. . 

+ Uo( &n, 1 Y ■+• Un, 2Y ■+••..-+- rc U), 

et cette expression sera evidemment reelle en mettant en evi¬ 
dence x , y, ..., //, a?', y*, ..., w', si les constantes a^v et a V}{JL sont 
comine prectdemment des quantites imaginaires conjuguees. C’est 
principalement en vue de Petude aritbmetique des nombres entiers 
complexes de la forme a-\- b \J — 1 que j’ai introduit la notion de 
ces nouvelies formes, comme on pourra le voir dans un de mes 
Mcmoires publics dans le Journal de Crelte, t. 47 . Mais, dans 
ce Memoire, je me suis borne au cas le plus simple ou Pon consi¬ 
der seulement deux paires d’indetermintes imaginaires conju¬ 
gates. Depuis, en essayant d’ttendre ces premieres recherches, 
j’ai reconnu qu’elles conduisaient a des principes nouveaux et 
ftconds pour Petude des Equations algebriques a coefficients com¬ 
plexes. Ainsi, au seul point de vue algtbrique, je me suis trouve 
ament a la dttermination du nombre de leurs racines qui sont 
comprises dans Pinttrieur cPun rectangle, d’uncercle et d’une infi- 
nitt d’autres courbes ferrates ou a branches infinies comme 1 hy¬ 
perbole ( 1 ). Ce sont autant de cas du beau theoreme de M. Cauchy 
sur le nombre des racines qui sont renfermees dans un contour 
quclconquc, et dont la dtmonstration tres facile et tres simple pre¬ 
sente ce caractere particular d’ttre indtpendante de toute consi- 
dtration de continuitt. 


(■) Voyez sur ces questions l’extrait d’une Lettre que j’ai adressee a M. Bor 
chardt et qni a dte publide dans le Journal de Crelle, t. 52. 



SUR QUELQUES FORMULES RELATIVES 


A LA 


TRANSFORMATION DES 


FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


Comptes rendus de V'Accedemie des Sciences , t. XLVI. 


L’expression generale des quatre fonclioas 0 sur lesquelles 
repose la theorie des fonctions elliptiques esl, coimne on sail, la 
suivante : 


(A) 


■+" 00 r ' 1 

y i7Z \ (2m + (X) •>•+ — ('2 "t -f- p) a I 

(—iynv e L 


ul et v <£tant zero ou l’unite et to une conslanlc imaginairc telle, 
qu’en faisant 

tO r= (jl)q —(— £*lOi 

on ait co { essentiellement different de z^ro el positif. Ces quatre 
fonctions sont definies, a un facteur constant pres, paries equa¬ 
tions 

Vv(^+-') = 

6p, iV (^+ to) = (-— i) v 9jj, 5V 0 ) $ ? 


et elles jouissent des proprietes exprim^es par les relations sui- 
vantes : 

®UL,v (— 3*) = (— l)^ V 6^ jV ( T ), 

^pL4-2,v( ) — f- l) V ^p,V ( & )) 


) = Qp/,v' (oc -F 


JJUO • 


i 7 U ( p.r-b —_ 

e v 4 


{X 9 <0 v p' 


La premiere de ces relations mo litre que des quatre fonctions & 
une seule est impaire, celle qui correspond aux valeurs p = i, 
v = i : les deux suivantes montrent comment la formule (A.), quels 
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que soienl les entiers jjl et y, ne donne effectivement que quatre 
fonctions distinctes; enfin la derniere permet d’exprimer ces 
fonctions par mie seule d’entre elles. A ces relations nous join- 
drons enfin, bien que nous n’ayons pas a l’employer ici, la sui- 
vante, qui folimit des equations alg&briques ou differentielles 
auxquelles satisfont nos fonctions, et ou je suppose 

(O. — jjl 7 = a, V -v' = (3, 

savoir : 


2 0J -+-y)ti [L 'y(ar — r)Oa,o(o)6 0 ,p(o) 

= V'>v'^) e a 1 o( t /) 6o,p(r) 

H- ( i) v 0 (i-»-i fV (a?) ®a-M,o( y) ®i,p( y) 

(— l) v 0{jH-l, V -»-l ( X ) 0f//-f-l f V'+l (-3?) 0a-H,l (y ) (y) 

-+- 0{i,v+t(^) 0a,i ( 7 ) ^o, (3-f-i (y)- 

Gela pose, soient a , 6, c, d des entiers tels, que ad — bc = A*, 
k etant essentiellement different de zero et positif, faisons 

c + dm 

*2 =-7-? 

cl -+- b CO 

m = a |jl H- bv -h a 6, 
n = c fx -+- <^v ~h cd. 

J3(.r) = 0{i,v[(^ H- 6to)rr] 

on aura les relations fondamentales 


n(rr-hi) =(— i) m H(.T), 
n (a? H- to ) = (— T ) n n ( X) e-~/^(2aH-Q) ? 

qui servent a exprimer II(^), quels que soient p. et v, au moyen 
des quatre fonctions analogues k 0, mais relatives au module Q, et 
que nous representerons par 

( X )- 

A cet effet, je d^signe par T/ une fonction homogene du degre i 
des carr^s de deux des fonctions 0; cela etant, on aura pour k im¬ 
pair cette expression tr&s simple 

n(#) == ®m. ! • 

2 

Laissant ici de c6t<£ la determination de ces fonctions designees 
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parTjt -JL , je vais seulement, dans le cas de /r = i, ou T est une 

T 

simple constante, en donner la valeur, qui exige une analyse assez 
delicate. 

Supposons le nombre b positif, comme on le peat toajours, car, 
s’il en £tait antrement on ch ere her ait la formule de transformation 
relative au systeme desnombres — a, — 6, — c, — cl , ainsi qu’on 
y est autorise par la nature de la condition ad — be = i, quin’est 
pas alteree par ce changement et, cette formule trouv^e, on en 
deduirait immediatement celle qu’il s’agissait primitivement d’ob- 
tenir, la constante T restant la m£me ou changeant seulement de 
signe, comme il est aise de le reconnaitre par le changement dont 
nous parlons. Cela etant, on aura 


b~l / l.\* 

s s - 

•■■■ 0 


T = 


y/ — ib (a -f- b to) 


S etant une racine huitieme de l’unite dont voici la determination : 

i 

^ — - i 7T (ac {J. 2 h-2 be {/.v + bd v 2 -+- 2 nbv {1 + 2 nbtl V -f- <tb % rj 

o = e 4 ? 

et le signe du radical carre \f — ib(a + bio) etant pris de maniere 
que la partie r6elle de ce radical soil positive ( i ). 

Des cas particulars de cette relation ont 6 t 6 deja donnds par 
Jacobi dans un Memoire sur liquation diff^rentielle a laquelle 
satisfont les series 

i =fc ‘iq + 2 q ! >± + . 2 \/q -+- 2 tyq* ■ - 4 - % \J q™ . . . 

(■ Journal de Crelle, t. 3 - 4 , et Journal de Liouville } traduction de 
M. Puiseux). Mais Fillustre auteur, laissant de cote la determi¬ 
nation de S, se borne a annoncer que le signe de la constante 

depend de la quantity designee parle symbole dans la theorie 


C 1 ) Pour b — o, la formule de transformation 

i 71 


e fV (a7 ’ ») = e 


■ a(i 2 


0 n 


se r^duit & liquation suivante : 
i&y w H-a), 


a etant un nombre entier arbitraire, m <£tant egal a \l et n a a( ji 1) -+- v. 
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des residus quadratiques. Ce fait si remarquable resulte, en effet, 
des proprietes de la serie 



0 




b 5 


qui se trouve comme facteur dans la valeur de T. Soil d’abord 


b = 2*p, 

P etant impair, on aura 

—l)S+2] / a\ , T 

a = e s (--pJA 

si a est impair, et 

-?)*■ 

lorsque a est pair. 

En second lieu, supposons b impair; alors onpourra determiner 
deux nombres entiers rn el n par 1’equation 


~ [3(« [3-+-1)5 -Hp —1)2 H-a* 4-1] 


et l’on aura 


a = mb — 8 n 1 


<j = e 



sjb. 


Ces resultats (<) se deduisent des formules donnees par Gauss 
dans le celebre Memoire intitule : Summatio serierum qua- 
rumdcim singularium; seulement j’ai fait usage, pour eviter 
autant que possible une enumeration de cas, de la forme sous 
laquelle elles ontete presentees par M. Lebesgue dans un Memoire 


(*) Peut- 6 tre n’est-ii pas inutile d’observer que Pimaginaire i, qui figure dans 
la s^rie o- ou dans l’expression de cette sdrie par les symboles de la th^orie des 
residus quadratiques, est absolument la mdme quantit 6 qui entre dans la defini¬ 
tion des fonctions 0 par liquation (A.). Je ferai enfin remarquer que <r se pr^sente 
toujours, comme le produit de \Jb, par une racine huiti^me de Punit 6 ; de sorte 
qu’en resume la constante T a cette valeur 

T = — - - S - oil s 8 


sJcl -h boi 
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intitule : Sur le symbole et sur quelques-unes deses appli¬ 
cations . Je remarque enfin que Fintroduction cles nombres p. etv 
(Tune part, lit et U de F autre, permet de r^sumer dans une seule 
equation, savoir : 

n(ar) = 6 M [(a-+-6tu)a; ) to] j > 

ce que Jacobi nomine la th6orie des formes en nombre inFmi des 
fonctions 9 , theorie sur laquelle il avait annonce un travail impor¬ 
tant que la mort Fa empeche de publier. 



SUR QUELQUES FORMULES RELATIVES 


A LA 

TRANSFORMATION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


Journal de Mathematiqices pares et appliquees, a e ser., t. III. 


L’expression gendrale <les quatre fonctions G sur lesquelles repose 
la theorie des to actions ellip tiques est, comine on sail, la suivante : 


CM 


(- 


■ i) lnv e 


i K | 12 


in •+• (XJ,»'+ — !'2/» -+- 


W*] 


p. et v etant zero ou Tunile et to une constante imaginaire telJe 
que, en faisant 

co = coo H- i co i , 


on ait to i cssentiellemenl different dc zdo et positif. Ges quatre 
fonctions sont ddinies, a un facteur constant pres, par les equa¬ 
tions 

~h i ) = (— i 

0^ v (.r h- to) = (— i)v 


et dies jouissent des proprietes exprimees par les relations sui- 
vantes : 


Ojjl iV f— #)■=( — r) av 0^ v (^), 

Q[X4-2,V (*^) == (-0 V & ) 5 

Q(x,v-h2 (&) == 0 M (.r), 


i 7 T ( a,r + 

e v 


[13 fl) 

.. T 


V[X' 


) 


La premiere de ces relations montre que des quatre fonctions 9 
une seule est impaire, cede qui correspond aux valeurs p. = i, 
v i; les deux suivantes montrent comment la. for mule (A), quels 
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que soient les entiers jjl et v, ne donne effectivement que quatre 
fonctions distinctes; enfm la derniere permet d’exprimer ces fonc- 
tions par une seule d'entre elles. A ces relations nous joindrons 
entin, bien que nous n’ayons pas a Femployer ici, la suivante, qui 
fournit les equations alg^briques ou differentielles auxquelles 
satisfont nos fonctions, et ou je suppose 

IX— ti'=a, v — v'=p, 

savoir : 

2 ©jjl.v(# 4 - y ) 6u /, V '(X — y ) 0 a , o (o) 6 0 ,p (o) 

= VvO) fy.WaO ^a,o iy ) 0 o ,p(r) 

+ (— 0 V 0 a+1 , o (7) 0i,p(.y) 

_j_ ( [)v )V _|_1 ( X ) ( 00 ) 00£H-1 , 1 (y) 6 lf p+i(jK) 

Cela pos£, soient a, £>, c, d des entiers tels que ad — bc = £, 
k etant essentiellement different de z 6 ro et positif, faisons 

c 4- d co 
w — --- , 

Ct -4“ b ti) 

m = « ;jl - 4- 6 v 4- ab, 
n = c p- -4- dv 4- cd, 

U(oo) = [( « 4 - bu>)x]e™Ka+lnd)x\ 

on aura les relations fondamentales 

II(a?4- i) = (— i) m n(a?), 
n(a? 4 -Q) = (— i) n 

qui servent a exprimer II(#), quels que soient u. et v, au moyen 
des quatre fonctions analogues a 0, mais relatives au module Q, et 
que nous representerons par 

A cet effet, je designe par T, une fonction homogene du degre i 
des carr^s de deux des fonctions 0; cela etant, on aura pour k im¬ 
pair cette expression tres simple 

II (x) = Orr^nf#) T a-~-i » 

2 

Laissant ici de c6te la determination de ces fonctions designees 
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par T /f _ n je vais settlement, dans le cas de £ = 1, ou T est tine 

2 

simple constante, en donner la valeur, qui exige une analyse assez 
delicate. 

Supposons le nombre b positif, comme on le peut toujours, car 
s’il en etait autrement on chercherait la formule de transformation 
relative au sysleme des nombres — a , —/?, —c, — d , ainsi qu’on 
y est autorise par la nature de la condition ad — be = 1, qui n’est 
pas alter^e par ce changement, et, celte formule trouvee, on en 
deduirait imm^dialement celle qu’il s’agissail primitivement d’ob- 
tenir, la constante T restant la meme ou changeant seulement de 
signe, comme il est ais6 de le reconnaitre par le changement dont 
nous parlous. Cela etant, on aura 

n(p~ l -b)~ 


/— ib( a h- bco ) 

3 etant une racine huitieme de Tunit^ dont voici la determination : 



— 1 / 7Z {ac (X 2 -)- 2 be (XV ■+• bd V--4-2 ahc (X H- 2 ubd V -f- nb-rj 


et le signe du radical carr6 y/— ib(a -f- b to) 6tant pris de maniere 
que la partie r^elle de ce radical soit positive (*). 

Des cas particuliers de cette relation ont cle deja donnes par 
Jacobi dans un Memoire sur l’equation dillei'enlielle a laquelle 
satisfont les series 

+ + 2 ! \/q ■+■ % s/q 9 -h % sfq** ■+•... 

(Journal de Crelle, t. 34 et Journal de Lioiwille, traduction 
de M. Puiseux). Mais l’illustre auteur, laissant de cote la determi¬ 
nation de 3 , se borne a annoncer que le signe de la constante 

depend de la quantity designee par le symbole dans la th^orie 


( l ) Pour b— o, la formule do transformation se reduit k Inequation suivante : 

- ~ atx 2 

9 1V ,(^ *>) = e 4 0 m> n(^ w + a b 

a ^tant un nombre entier arbitrable, m 6tant dgal k (x et rt a a((x 1 ) -+. v. 
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et v d’une part, ill et tt de Pautre, permel de resumer dans une seule 
equation, savoir 

n( i ») = 0 (JL , v [(a-t-6o))a7, = > 

ce qne Jacobi nomine la theorie des formes en notnbre infini des 
fonctions 9 , theorie sur laquelle il avait annonce un travail impor¬ 
tant que la mort l J a emp^che de publier. 

Pour £tablir les tommies precedentes, je m’occuperai d’abord 
des deux egalites 

no-*- i) = (— 0 m n(^), 

DO + 12 ) =(— i)n nO)s~* /7C( ** +Q, ? 


dans lesquelles, ainsi que je Pai dit plus haut, on a 


et 


m = «(jn-&vH- ab , 
it = c [jl -i- dv -+- cd, 
^ _ oh- d CO 

a b a) 
k = ad — be. 


Pour cela, j’observe que Pon peut ecrire 

flO) = 6a,v[(Ot -f- b<ji )x J = , 

jkmU f) , 

en posant 

cp ( 3 ?, m) = b(a b o)).r 2 -+- {'im~ f- \x){a bu>)x ~ ( 2 /?n- fi) 2 — mv. 

Or cette fonction jouit de la propri^td exprimeSe par Pequation 
suivante : 

cp {cr i, m) — o (\r, m -+- b) = m == m ( mod2), 

que Pon vdrifie par un calcul tres facile, et il en resulte que Pon 
peut ecrire 

-)_ eo -4-00 

HO H- l) = ^ 

m /« 

- O0 - OO 

et, par suite, 

n<o + 0 = (— i) m no), 

car le nombre m devant prendre toutes les valeurs, depuis —00 
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jusqu’a -f~oo, on peut, sans alterer la somme changer m en 
m •+- b dans la fonction <p (x , m). 

Soit ensuite, pour un moment, 

4-00 

n,(*) = «'** Q **n< ace ) =Y 

- GO 

il est clair que la nouvelle fonction cp 0 (#, m) sera liee a celle dont 
nous venons de parler par Fegalite 

cp 0 (a7, m) — kQ.%- -h cp(Q#, m). 

Or, en recourant a la valeur de Q et r^duisant les deux termes 
en x 2 , on obtiendra immediatement 

cp 0 (ir, m) = d(c-Jr- d<j))x 2 -+- (im -+- u .) ( c -+- du >) x -+- ~ (2 m -+- ul) 2 — mv, 

4 

de sorte que Ton pent passer de la fonction ©(#, m) a la fonc¬ 
tion cp 0 (#, m) par le simple changement de « et 6 en c et On a 
done la relation 

<p 0 (# -+- 1 , m) — cp 0 (a;, w + ^) = 2 m + m = ti (mod 2 ), 
et, par suite, celle-ci : 

IIoO-H- 0 = (— O n n 0 (ar). 

On en ddduit que Ton a, relativement a la fonction II(a?), 

e' 7cA:a ( :r+ 'i) 2 n(a^-+-Q) = (— i)n e ^ A ' 0 ^n(^), 

d’ou, apr£s avoir dans les deux membres supprime le fac- 
teur e inkQ -*'* et remplace Qx par x , 

U(x +- Q) = (--i)nn(^)e" A ‘^ {x4 ' Q) . 


Ces deux egalitds demontrees, voici maintenant comment on 
parvient, dans le cas ou l’on suppose k = 1 , a la determination de 
la constante T dans Fequation 




4Tc6(a4-6to) x % 


— T Otti n ( 


a-h b to 


Remplagant d’abord les fonctions par leurs d6veloppements et 

mettant pour cela dans le second membre 0 au lieu de c + ^ ? 

x a h- b to 
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-4-oo -t- co p 

(A) y ^y (_i)"* 


l£ 1 

~h — ( 2 «2 -t- Ttl) 2 


Cela posd, nous introduirons au lieu de <p(#, m) l’expression 


m) = cp(a?, m) — mx, 


ce qui permettra de supprimer dans les deux membres de liqua¬ 
tion pr^cedente le facteur de maniere a avoir 


i r K^{x,rn) _ 


+ 00 

T y 


Li 1 

X -4- (2rn-4- ml 2 


On en conclura, par suite, en integrant entre les limites zero et 

runitd, 


f ^ e iT ^ x ’ m> dx=T e™' 

0 — 00 


et il s’agira maintenant d’obtenir Pintegrale definie du premier 
membre. A cet elfet, j’observe que la fonction <];(#, m) donne lieu a 
cette relation 

i, m) ~= >n -+- b) (mod?,), 


ou plus gdneralement 

tp(rr -+- n, m) ss m nb) (mods), 


n d^signant un entier arbitraire. Supposons done, comme il a 
admis prdc^demment, que b suit ditto rent de zdro et posilif, e 
d^composons la s6rie des nombres entiers m en b progression! 
arithmdtiques dont la raison soit 6, on aura 


m 7i 


ef i%'$ l i{x 1 7ib- J r\) 


p irc^{x 
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Or, en vertu dela propriele de la fonction 6(x, m), cette rela- 
tion pourra encore s’ecrire 


-+■ « 


Zd m 



giwbix-i-n^) 









Ainsi l’integrale definie chercliee 



giTzty{x,m) 


dx 


se trou-ve exprimee par la somme d’un nombre b d’integrales telles 
que 


y e^^dx, 


p formant la suite des valeurs o, i 7 2 , .b — 1 . Maintenant, en 
vertu d une transformation bien connue de ces sortes d’expressions, 
on a simplement 



e i^U+», f> dx = 



dx ^ 


de sorte que Ton parvient pour la determination de T a cette 
relation 


Te 



dx . 


Les integrates qui j figurent s’obtiennent par la fo.rmule 


iltipx*-+-qx-hr) 


dx : 




bpr — q* 


ip 
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011 le radical carre y /— ip est pris de maniere que la partie reelle 
soit positive. Ce resultat esl du, comine on sait, a M. Cauchy, et 
a < 3 te donne par Fillustre geometre dans les anciens Exercices 
mathematiques . On en conclut par un calcul Ires facile la valeur 
de la constante T, qui se presente d’abord sous cetle forme ( 1 ) 






— l 7T — , 

d > e b 


sj — ib (a h- b a)) 


0 ayant pour valeur 


Pour prouver ensuite que S est une racine huitieme de l’unit^, 
il faut remplacer lit par sa valeur 

a (J. b v ab, 

et l’on parvient ainsi, en faisant usage de Fequation 


a Fexpression 
8 


ad — be = i, 


Quant a la reduction aux symboles de la theorie des residus 
quadraliques par les formules de Gauss de la somme 

*-t "(p-i*)’ 

2 r-, 

je pense qu’il suffit. d’avoir donne les resultals du calcul sans 
rapporter le calcul lui-m&me qui est sans difficult^, et je terminerai 
cette Note en donnant les formules pour Fexpression des fonc- 
tions Yl(%) par les fonctions @rn,n(#) au module Q lorsque le 
nombre k = ad — be est pair. 


(ij On a supposd b positif. La for mule donnant T subsisie, quel que soit le 
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Pour cela je distingLierai deux cas : 

i° (m + i)(n + i)si (mod2). 

Alors, pour jav = o (mod2), on a 

HO) = T*, 

2 

et pour [jlv == 1 (mod2), 

U(x) — 0 o ,o(#) © 0,1 (#) 0i,oO) 0i,i(a?) T*_. 4 ; 

2 

2 0 (m - 4 ~ i)(n -+-1) = 0 (mods). 

En supposant encore |av = 0 (mod2), on aura 
n(#) = 0m,o( ;2? ) 0o,n(^) T /- — 

2 

et pour jav = 1 (mod 2), 

Il(a?) = 0i, 1 (^) 0mH-i,n-+-i(^0 Ta- — 2 . 


T/ ? comme il a etd dit precedemment, design e une fonction de 
iegre i des carres de deux des fonctions ©. Je me reserve de revenir 
ians une autre occasion sur ces formules pour la transformation 
ies fonctions elliptiques, qui represented pour un ordre donnd 
tine classe de transformations qu’il importe de considerer d’une 
maniere particuliere dans l’ensemble de toutes les transformations 
possibles. 
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